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O nauczaniu matematyki (*)

(On teaching mathematics)

Matematyka jest czecia fizyki. Fizyka jest nauka do$wiadczalna, jedna
z nauk o przyrodzie, a matematyka jest ta czescig fizyki, w ktérej doswiad-
czenia sa bardzo tanie.

Tozsamosé Jacobiego (wymuszajaca przecinanie si¢ wysokosci tréjkata
w jednym punkcie) jest faktem doswiadczalnym w takim samym sensie jak
fakt, ze Ziemia jest okragla (to znaczy homeomorficzna z kula), a mozna sie
o tym przekona¢ mniejszym kosztem.

W potowie XX w. usitowano oddzieli¢ matematyke od fizyki. Rezul-
taty okazaly sie katastrofalne. Dorastaly cale pokolenia matematykéw nie
znajace polowy swojej dziedziny wiedzy i oczywidcie nie majace pojecia
o zadnych innych naukach. Z kolei one zaczely uczyé swojej szkaradnej,
scholastycznej pseudomatematyki studentéw, a nastepnie dzieci w szkotach
(zapominajac o ostrzezeniu Hardy’ego, ze na szkaradna matematyke nie ma
miejsca pod stoncem). Poniewaz scholastyczna, odcigta od fizyki matema-
tyka nie nadaje si¢ ani do nauczania, ani do zastosowania w jakiejkolwiek
innej nauce, zrodzila sie powszechna nieche¢ do matematykdéw i to zaréwno
ze strony nieszczesnych uczniéw (niektérzy z nich zostali tymczasem mini-
strami), jak i tych, ktérzy musieli matematyke stosowacé.

Szkaradny gmach, skonstruowany przez niedouczonych matematykéw,
umeczonych swoimi kompleksami nizszoéci i niezdolnych do poznania fi-
zyki, przypomina poprawnie zbudowang aksjomatyczng teorie liczb niepa-
rzystych. Oczywidcie mozna stworzy¢ taka teorie i zmusi¢ uczniéw do podzi-
wiania doskonalodci i wewnetrznej spéjnoséci powstalej struktury (w ktérej
beda zdefiniowane, na przyklad, suma nieparzystej liczby sktadnikéw i ilo-
czyn dowolnej liczby czynnikéw). Z sekciarskiego punktu widzenia istnienie

(*) Artykut, opublikowany w czasopiSmie Uspiechi Mat. Nauk 53.1 (319) (1998), 229—
234, zostal przettumaczony za zgoda Autora i Wydawcy i opublikowany w czasopismie
Postepy fizyki 51 (2000), str. 140-145. Przedrukowujemy go, z niewielkimi poprawkami, za
zgoda Redakcji Postepow. Artykul stanowi rozszerzona wersje wystapienia Autora podczas
dyskusji nt. nauczania matematyki, jaka odbyta si¢ w Palais de Découverte w Paryzu dnia
7 marca 1997 r. (Przyp. Red.)
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liczb parzystych mozna wéwczas zadeklarowaé albo jako herezje, albo stop-
niowo wprowadzi¢ je do teorii uzupelnionej o kilka ,idealnych” obiektow
(w celu spelnienia wymagan fizyki i $wiata rzeczywistego).

Niestety, podobnie brzydka i wypaczona konstrukcja matematyki do-
minowala w nauczaniu matematyki przez dziesigtki lat. Powstala ona we
Francji i szybko przenikneta do nauczania podstaw matematyki najpierw
na uniwersytetach, a potem w calym szkolnictwie (najpierw we Francji,
a nastepnie w innych krajach, w tym i w Rosji).

Na pytanie: ,Ile jest 2 4+ 37” uczen francuskiej szkoly podstawowej od-
powiadal: ,3 + 2, poniewaz dodawanie jest przemienne”. Nie wiedzial, ile
wynosi suma tych liczb, co wiecej, nie rozumial nawet, o co jest pytany!

Inny francuski uczen (w moim przekonaniu catkiem rozsadny) tak pod-
sumowal matematyke: ,,Oto jest kwadrat, ale to trzeba jeszcze udowodnié”.
Sadzac po moim doé$wiadczeniu wyniesionym z nauczania matematyki we
Francji, pojecie studentéw uniwersytetu o matematyce (nawet tych ucza-
cych sie jej w Ecole Normale Supérieure (ENS) — wspélczuje tym wszystkim
bez watpienia nieglupim, ale otumanionym mtodym ludziom) jest tak samo
stabe, jak tego ucznia.

Studenci ci, na przyktad, nie widzieli nigdy paraboloidy, wiec pytanie
o ksztalt powierzchni opisanej wzorem xy = z? wprawia studiujacych mate-
matyke w ENS w zdumienie. Narysowanie na ptaszczyznie krzywej opisanej
réwnaniami parametrycznymi (np. x = t3 — 3t, y = t* — 2t?) jest dla nich
problemem niemozliwym do rozwiazania (podobnie jak chyba dla wiekszosci
francuskich nauczycieli matematyki).

Po przejrzeniu pierwszego podrecznika de 'Hospitala o rachunku réznicz-
kowym (,rachunek rézniczkowy gwoli zrozumienia linii krzywych”) i kilku
nastepnych az do podrecznika Goursata mozna stwierdzi¢, ze umiejetnosé
rozwigzywania takich problemoéw byta dawniej uwazana, podobnie jak znajo-
mos¢é tabliczki mnozenia, za niezbedna czedé¢ rzemiosta kazdego matematyka.

Niewydarzeni mito$nicy ,matematyki abstrakcyjnej” usuneli z kursu ma-
tematyki cala geometrie (dzieki ktérej najczedciej pojawia sie w matematyce
zwiazek z fizyka i $wiatem rzeczywistym). Podreczniki rachunku réznicz-
kowego napisane przez Goursata, Hermite’a i Picarda mialy by¢ ostatnio
wyrzucone 7z biblioteki studenckiej Uniwersytetéw Paris VI i Paris VII na
kampusie Jussieu jako przestarzale, a tym samym szkodliwe (uratowala je
dopiero moja interwencja).

Okazalo sie, ze studenci ENS, ktorzy wystuchali wyktadéw na temat
geometrii rézniczkowej i analitycznej (prowadzonych przez powazanych ma-
tematykow), nie sa zaznajomieni ani z powierzchnia Riemanna krzywej elip-
tycznej y? = x3 + ax + b, ani nawet z topologiczna klasyfikacja powierzchni
(nie wspominajac o calkach eliptycznych I rodzaju i wlasnosci grupowej
krzywej eliptycznej, czyli o twierdzeniu Eulera—Abela o addytywnosci). Uczo-
no ich jedynie o strukturach Hodge’a i rozmaitosciach Jacobiego.
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Jak to moglo si¢ wydarzy¢ we Francji, ktora dala $wiatu Lagrange’a
i Laplace’a, Cauchy’ego i Poincarégo, Leray’a i Thoma? Wydaje sie, ze roz-
sadne wytlumaczenie podat I. G. Pietrowski, ktéry uczytl mnie w 1966 r.,
ze prawdziwi matematycy nie tacza sie w stada, ale stabi potrzebuja stada,
by przetrwaé. Moze to wynikaé¢ z rozmaitych przyczyn (np. superabstrak-
cji, antysemityzmu lub probleméw ,stosowanych i przemystowych”), ale za-
sadnicza sprawa jest zawsze rozwiazanie problemu spolecznego: przezycia
w lepiej wyksztalconym otoczeniu.

Przy okazji przypomne ostrzezenie Pasteura: nigdy nie bylo i nigdy
nie bedzie zadnych ,nauk stosowanych”, istniejg tylko zastosowania
nauk (bardzo przydatne!).

W tamtych dniach traktowalem stowa Pietrowskiego z pewnym powat-
piewaniem, lecz obecnie coraz bardziej sie przekonuje, ze miat on racje. Spora
czedé superabstrakcyjnej aktywnosci po prostu sprowadza sie do bezwstyd-
nego zagrabiania twércom ich odkry¢ i nastepnie przypisywania ich ,uogol-
niajacym” epigonom. Podobnie jak Ameryka nie zostala nazwana imieniem
swego odkrywcy, tak wyniki w matematyce nie sg prawie nigdy nazywane
imionami tych, ktérzy je uzyskali.

Chciatbym tu podkresli¢, ze z jakich$ nieznanych mi powodéw moje wita-
sne osiggniecia nigdy nie byly w taki sposdb potraktowane, ale stale zda-
rzalo sie to zaréwno moim nauczycielom (Kolmogorowowi, Pietrowskiemu,
Pontriaginowi, Rochlinowi), jak i moim uczniom. Profesor M. Berry kiedy$
sformutowal dwie nastepujace zasady:

ZASADA ARNOLDA. Jedli jakieS pojecie jest zwiazane z czyim$ nazwi-
skiem, to nie jest ono nazwiskiem odkrywcy.

ZASADA BERRY’EGO. Zasada Arnolda stosuje sie do siebie samej.

Powréémy jednak do problemu nauczania matematyki we Francji.

Gdy bylem studentem I roku Wydzialu Mechaniki i Matematyki Uniwer-
sytetu Moskiewskiego, wyktady rachunku rézniczkowego prowadzit L. A. Tu-
markin, specjalista od teorii mnogosci i topologii, ktéry skrupulatnie po-
wtorzyl stary, klasyczny kurs rachunku rézniczkowego typu francuskiego
w wersji Goursata. Powiedzial nam, ze catki funkcji wymiernych wzdtuz
krzywych algebraicznych mozna obliczy¢, jesli odpowiednia powierzchnia
Riemanna jest sfera, ogélnie zas nie mozna ich obliczyé, gdy jest to po-
wierzchnia wyzszego rodzaju. Dla zapewnienia sferycznosci wystarczy mieé
wystarczajaco duzg liczbe punktéow podwdjnych na krzywej danego rodzaju
(czyli krzywa musi by¢ unikursalna, co oznacza, ze mozliwe jest narysowanie
rzeczywistych punktéw krzywej na plaszczyznie rzutowania bez odrywania
oléwka od papieru).

Fakty te dzialaja na wyobrazni¢ do tego stopnia, ze (nawet jesli sa po-
dane bez zadnego dowodu) daja lepsze i bardziej poprawne wyobrazenie
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0 nowoczesnej matematyce niz wszystkie tomy dzieta Bourbakiego. Istot-
nie, w ten sposéb odkrywamy istnienie cudownego powiazania miedzy rze-
czami, ktore wydaja sie catkowicie rézne: z jednej strony istnienie wyrazenia
na calki w jawnej postaci i topologia odpowiedniej powierzchni Riemanna,
a z drugiej — liczba punktéw podwdjnych i rodzaj odpowiedniej powierzchni
Riemanna, co réwniez przejawia sie¢ w obszarze rzeczywistym w postaci uni-
kursalnoéci.

Juz Jacobi zauwazyl najbardziej fascynujaca wtasno$¢ matematyki, ze ta
sama funkcja dotyczy zaréwno przedstawienia liczby catkowitej jako sumy
kwadratéw czterech liczb, jak i rzeczywistego ruchu wahadla.

Te odkrycia powigzan pomiedzy réznorodnymi obiektami matematycz-
nymi mozna poréwnaé do odkrycia zwigzku miedzy elektrycznoscig a ma-
gnetyzmem w fizyce lub z odkryciem podobienstwa geologii wschodniego
wybrzeza Ameryki i zachodniego wybrzeza Afryki.

Emocjonalne znaczenie takich odkry¢ dla nauczania trudno jest przece-
ni¢. One wlasnie ucza nas, jak szuka¢ (i znajdowac) takie cudowne zjawiska,
$wiadczace o istnieniu harmonii we Wszech$wiecie.

Usunigcie geometrii z nauczania matematyki oraz rozwéd z fizyka niszcza
takie powigzania. Nie tylko studenci, ale rowniez wspdtczeéni matematycy
zajmujacy sie geometria analityczna nie znajg np. faktu, zaobserwowanego
przez Jacobiego, ze calka eliptyczna I rodzaju okresla czas ruchu po elip-
tycznej krzywej fazowej w odpowiednim uktadzie hamiltonowskim.

Parafrazujac stynne stowa o elektronie i atomie mozna powiedzieé, ze hi-
pocykloida jest réwnie ,niewyczerpana’ jak ideal w pierécieniu wielomiano-
wym. Uczenie o ideatach studentéw, ktorzy nigdy nie widzieli hipocykloidy,
jest tak samo $mieszne jak uczenie dodawania utamkdéw dzieci, ktére nigdy
nie dzielily (przynajmniej w wyobrazni) ciastka lub jablka na réwne czesci.
Nic wigc dziwnego, ze dzieci wola dodawaé licznik do licznika i mianownik
do mianownika.

Styszalem od moich francuskich kolegéw, ze tendencja do superabstrak-
cyjnych uogélnien jest ich tradycyjng cecha narodowa. Nie przecze, ze to
moze byé sprawa choroby dziedzicznej, ale pragne podkresli¢ fakt, ze przy-
ktad o ciastku i jabtku zapozyczylem od Poincarégo.

Schemat konstrukcji teorii matematycznej jest dokladnie taki sam, jak
w innych naukach przyrodniczych. Najpierw rozwazamy niektére obiekty
i czynimy pewne obserwacje w przypadkach szczegélnych. Nastepnie proé-
bujemy znalez¢ i znajdujemy granice zastosowania naszych obserwacji, szu-
kajac kontrprzyktadéw w celu zapobiezenia nieuzasadnionemu rozszerzeniu
naszych obserwacji na zbyt duzy przedzial zdarzen (przyktad: liczba po-
dziatéw kolejnych liczb nieparzystych 1, 3, 5, 7, 9 na nieparzysta liczbe
sktadnikéw daje sekwencje 1, 2, 4, 8, 16, ale gdy sprobujemy to zrobié¢ dla
nastepnej liczby nieparzystej 11, to otrzymamy 29).
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W rezultacie formutujemy dokonane przez nas odkrycie do$wiadczalne
(np. twierdzenie Fermata albo hipoteze Poincarégo) w mozliwie najbardziej
jasny spos6b. Nastepnie przychodzi trudny okres sprawdzania rzetelnosci
uzyskanych wnioskow.

W matematyce powstala w tym celu specjalna metoda. Zastosowana do
Swiata rzeczywistego, jest ona czasem uzyteczna, ale niekiedy moze tez pro-
wadzi¢ do oszukania samego siebie. Metoda ta nosi nazwe modelowania.
Tworzac jaki§ model, robimy nastepujacg idealizacje: niektore fakty, znane
jedynie z pewnym prawdopodobienstwem lub z pewnym stopniem doktad-
nosci, przyjmuje sie jako ,absolutnie” poprawne i uznaje sie za ,,aksjomaty”.
Sens tej ,,absolutyzacji” polega wlasnie na tym, ze pozwalamy sobie opero-
waé tymi ,faktami” zgodnie z zasadami logiki formalnej, deklarujac jako
S2wierdzenia” wszystko, co mozemy z nich wyprowadzié.

Jest rzecza oczywista, ze w zadnej realnej dziatalnosci nie mozna w pelni
polegaé¢ na takich dedukcjach, chociazby dlatego, ze parametry badanego
zjawiska nigdy nie sa znane z absolutna doktadnoécia i mata zmiana tych
parametréw (np. warunkéw poczatkowych procesu) moze catkowicie zmie-
ni¢ wynik. Wskutek tego wiarygodne, dtugookresowe prognozy pogody sa
niemozliwe i pozostana niemozliwe, niezaleznie od tego, jak bardzo rozbu-
dujemy komputery i inne przyrzady, ktére zapisuja warunki poczatkowe.

Dokladnie tak samo mata zmiana aksjomatéw (ktérych i tak nie mozemy
by¢ caltkowicie pewni) moze na ogél doprowadzi¢ do zupelnie innych kon-
kluzji od tych, ktore uzyskano z twierdzen wydedukowanych z przyjetych
aksjomatéw. Im dluzszy i bardziej kunsztowny lancuch dedukcji (,,dowo-
déw”), tym mniej wiarygodny jest koncowy rezultat.

Skomplikowane modele rzadko przydaja sie komukolwiek oprécz dokto-
rantéw.

Matematyczna metoda modelowania polega na pomijaniu tego niemilego
problemu i na méwieniu o modelu dedukcyjnym tak, jak gdyby zgadzal sie
z rzeczywistoscia. Fakt, ze ta droga, ktéra w oczywisty sposob jest niepo-
prawna z punktu widzenia nauk przyrodniczych, w fizyce czesto prowadzi
do uzytecznych wynikéw, jest zwany ,zasada niepojetej skutecznosci mate-
matyki w naukach przyrodniczych” (lub ,zasada Wignera”).

Mozemy tutaj przytoczy¢ uwage I. M. Gelfanda: istnieje inne zjawisko
tak niepojete, jak niezrozumiala skutecznos¢ matematyki w fizyce, zauwa-
zona przez Wignera, a jest nim niezrozumiala nieskutecznos¢ matematyki
w biologii.

»Subtelna trucizna edukacji matematycznej” (wedlug stéw F. Kleina)
dla fizyka polega na tym, ze zabsolutyzowany model jest oderwany od rze-
czywistosci 1 nie da sie¢ juz z nia poréwnywaé. Oto prosty przyktad. Ma-
tematyka uczy, ze rozwiazanie réwnania Malthusa dz/dt = x jest jedno-
znacznie okreslone przez warunki poczatkowe (tzn. ze odpowiednie krzywe
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catkowe nie przecinaja si¢ w plaszczyznie (¢, x)). Ten wniosek, wynikajacy
z przyjetego modelu matematycznego, wykazuje stabe powigzanie z rzeczy-
wistoscia. Z eksperymentu komputerowego wynika, ze wszystkie te krzywe
calkowe maja punkty wspoélne na ujemnej pédlosi . 1 rzeczywiscie, krzywe
z warunkami poczatkowymi x(0) = 0 oraz x(0) = 1 praktycznie przecinaja
sie dla t = —10, a dla t = —100 nie mozna miedzy nie wcisnaé¢ atomu. Wta-
snosci przestrzeni przy tak matych odlegtosciach nie daja sie juz opisaé za
pomoca geometrii euklidesowej. Zastosowanie twierdzenia o jednoznaczno-
$ci w tej sytuacji w sposéb oczywisty przekracza dokladno$é modelu. Nalezy
o tym pamietaé¢ w praktycznych zastosowaniach modelu, w przeciwnym razie
mozna znalezé sie w klopotliwej sytuacji.

Chcialbym jednak zauwazy¢, ze to samo twierdzenie o jednoznacznosci
wyjasnia, dlaczego ostatni etap przybijania statku do mola przeprowadza
sie recznie: gdyby w automatycznym sterowaniu statkiem predkosé zdefinio-
wano jako gladka (liniowa) funkcje odlegtosci, woéwczas przybijanie trwaloby
nieskoniczenie dlugo. Innym wyjsciem byloby uderzenie w molo (tlumione,
gdyz mamy do czynienia z cialami niedoskonale sprezystymi). Nawiasem
méwiac, problem ten musial zosta¢ potraktowany powaznie, gdy ladowaly
pierwsze pojazdy na Ksiezycu i Marsie, jak réwniez przy dokowaniu stacji
kosmicznych; tutaj twierdzenie o jednoznacznosci dziata przeciw nam.

Niestety, ani takich przyktadéw, ani dyskusji o niebezpieczenstwie fety-
szyzacji twierdzen nie mozna znalezé w nowoczesnych podrecznikach mate-
matyki, nawet w najlepszych. Mam nawet wrazenie, ze scholastyczni mate-
matycy (ktorzy stabo znaja fizyke) wierza w zasadnicza réznice miedzy ma-
tematyka aksjomatyczna a modelowaniem, zwykle stosowanym w naukach
przyrodniczych, ktére zawsze wymaga sprawdzenia wnioskow za pomoca
doswiadczenia.

Pomijajac juz wzgledny charakter poczatkowych aksjomatéw, nie mozna
tez lekcewazy¢ nieuchronnosci wystapienia btedéw logicznych w diugich do-
wodach (np. promieniowane kosmiczne lub oscylacje kwantowe moga zepsué
komputer). Kazdy praktykujacy matematyk wie, ze bez jakiejs formy kon-
troli (najlepiej za pomoca przykladéw) po mniej wigcej dziesieciu stronach
potowa znakéw w wyrazeniu bedzie bledna i kilka dwdjek z mianownika
przemiesci si¢ do licznika.

Metoda zwalczania takich btedéw sprowadza sie do zewnetrznej kontroli
za pomocg doswiadczen lub obserwacji, tak jak w kazdej nauce doswiadczal-
nej, i tego nalezy uczy¢ wszystkich uczniéw w szkotach od samego poczatku.

Préba stworzenia ,czystej” matematyki dedukcyjno-aksjomatycznej do-
prowadzita do odrzucenia schematu stosowanego w fizyce (obserwacja, model,
badanie modelu, wnioski, testowanie za pomoca doswiadczen) i zastapienia
go schematem: definicja, twierdzenie, dowdd. Nie sposob zrozumieé nie umo-
tywowang definicje, lecz nie powstrzymuje to ,algebraikéw-aksjomatykow” .
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Chetnie zdefiniowaliby oni iloczyn liczb naturalnych za pomocg dlugiej reguty
mnozenia. Wtedy przemienno$¢ mnozenia staje sie trudna do udowodnienia,
ale nadal mozna ja wydedukowaé¢ z podanych aksjomatéw jako twierdzenie.
Mozna wéwczas zmusié¢ nieszczesnych studentéw do nauczenia sie tego twier-
dzenia i jego dowodu (w celu podtrzymania autorytetu zaréwno nauki, jak
i 0os6b jej nauczajacych). Jest oczywiste, ze takie definicje i dowody moga
jedynie zaszkodzi¢ nauczaniu i zastosowaniom praktycznym.

Sposobem zrozumienia przemiennosci mnozenia jest przeliczenie zolnie-
rzy wedlug ich stopni lub obliczenie pola powierzchni prostokata na dwa
sposoby. Kazda proba zrozumienia tego pojecia bez odniesienia do fizyki
oraz rzeczywistosci jest sekciarska i izolacjonistyczna, a w oczach rozsadnych
ludzi zaciera obraz matematyki jako pozytecznej dziatalnosci czlowieka.

Ujawnie jeszcze kilka takich ,sekretéw” (w interesie nieszczesnych stu-
dentéw).

Wyznacznik macierzy jest (zorientowana) objetoscia réwnoleglo-
$cianu, ktérego krawedziami sa kolumny macierzy. Gdy zaznajomi sie stu-
dentéw z tym sekretem (ktory jest starannie ukrywany w wyjalowionej alge-
braicznej metodzie nauczania), woéwczas cala teoria wyznacznikéw staje sie
tatwym do zrozumienia rozdziatem teorii form wieloliniowych. Jesli wyznacz-
niki sg zdefiniowane w inny sposéb, to kazdy rozsadny cztowiek znienawidzi
po wsze czasy wszystkie wyznaczniki, jakobiany i twierdzenie o funkcjach
uwiktanych.

Co to jest grupa? Algebraicy ucza, ze jest to jakoby zbiér z dwiema
operacjami, ktéry spetnia duzo tatwych do zapomnienia aksjomatéw. Taka
definicja wywotuje naturalny protest: dlaczego jakakolwiek rozsadna osoba
potrzebuje takiej pary operacji? — Och, do diabla z ta matematyka — docho-
dzi do wniosku student (ktory, byé moze, zostanie w przysztoéci ministrem
edukacji).

Sytuacja bedzie zupelnie inna, jesli rozpoczniemy nie od pojecia grupy,
ale od pojecia przeksztalcenia (wzajemnie jednoznacznego odwzorowania
zbioru w siebie), podobnie jak — historycznie rzecz biorac — przebiegal roz-
wdéj tych pojeé. Zbiér przeksztalcen zbioru jest zwany grupa, jeSli razem
z dowolnymi dwoma przeksztalceniami zawiera wynik ich kolejnego zastoso-
wania, a razem z dowolnym przeksztalceniem zawiera jego przeksztalcenie
odwrotne.

Jest to pelna definicja. Tak zwane ,aksjomaty” sa w rzeczywistosci po
prostu (oczywistymi) wlasno$ciami grupy przeksztalcen. To, co ak-
sjomatycy nazywaja ,grupa abstrakcyjna’, jest po prostu grupa przeksztal-
cen réznych zbioréw, rozwazana z dokladnoscia do izomorfizmu (wzajem-
nie jednoznacznego odwzorowania zachowujacego operacje). Jak udowodnit
Cayley, na $wiecie nie istnieja ,bardziej abstrakcyjne” grupy. Dlaczego wiec
algebraicy kontynuujg torturowanie studentow tg abstrakcyjna definicja?
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W latach szeéédziesiatych uczylem w Moskwie mtodziez szkolnag
teorii grup. Unikajac calej tej aksjomatyzacji i trzymajac sie fizyki tak bli-
sko, jak to tylko byto mozliwe, w ciaggu pét roku doszedtem do twierdzenia
Abela o nierozwigzywalnoéci ogblnego réwnania pigtego stopnia za pomoca
pierwiastnikéw (po drodze uczac o liczbach zespolonych, powierzchniach
Riemanna, grupach podstawowych i grupach monodromii funkcji algebraicz-
nych). Wyktady te zostaly p6Zniej opublikowane przez jednego ze stuchaczy,
W. Aleksiejewa, w postaci ksiazki Twierdzenie Abela w zadaniach.

Co to jest rozmaitos$é gltadka? W niedawno wydanej amery-
kanskiej ksiazce przeczytalem, ze Poincaré nie znal tego pojecia (ktére sam
wprowadzil) i ze ,nowoczesna’ definicje podal dopiero Veblen w p6Znych la-
tach dwudziestych: rozmaitosé jest przestrzenia topologiczna, ktéra spetnia
dtuga serie aksjomatow.

Za jakie grzechy studenci musza przedzieraé si¢ przez te wszystkie zawi-
tosci? Przeciez w ksiazce Poincarégo Analysis Situs jest zamieszczona abso-
lutnie jasna definicja rozmaitosci gtadkiej, znacznie bardziej uzyteczna niz
definicja ,abstrakcyjna”.

Gladka k-wymiarowa podrozmaitoéé przestrzeni euklidesowej RY jest
podzbiorem, ktéry w otoczeniu kazdego ze swoich punktow jest wykresem
gladkiego odwzorowania przestrzeni R¥ w RN =% (gdzie R* oraz RV~ s3
podprzestrzeniami wspoélrzednych). Jest to proste uogdlnienie najzwyklej-
szych krzywych gladkich na plaszczyznie (takich jak okrag z% + y? = 1)
oraz krzywych i powierzchni w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Mamy w sposéb oczywisty zdefiniowane gtadkie odwzorowania pomie-
dzy gtadkimi rozmaitosciami. Dyfeomorfizmy sa to odwzorowania, ktére sg
gltadkie wraz z odwrotno$ciami.

n»Abstrakcyjna” rozmaito$é¢ gladka jest podrozmaitoécia gladka prze-
strzeni euklidesowej rozpatrywanej z doktadnoscig do dyfeomorfizmu. Nie
istnieja na Swiecie ,bardziej abstrakcyjne” skonczenie wymiarowe rozma-
itosci gladkie (twierdzenie Whitneya). Dlaczego upieramy si¢ dreczyé stu-
dentéw abstrakcyjna definicja? Czyz nie bytoby lepiej udowodnié im twier-
dzenie o jawnej klasyfikacji zamknietych, dwuwymiarowych rozmaitosci
(powierzchni)?

To wlasnie cudowne twierdzenie (z ktérego np. wynika, ze kazda zwarta,
spéjna, zorientowana powierzchnia jest sfera z pewna liczba uch) daje po-
prawne wyobrazenie o nowoczesne] matematyce, a nie superabstrakcyjne
uogolnienia prymitywnych podrozmaito$ci przestrzeni euklidesowej, ktére
nie wnoszg tak naprawde nic nowego, a sa przedstawiane jako osiagniecia
aksjomatykéw.

Twierdzenie o klasyfikacji powierzchni jest osiggnieciem matematycznym
najwyzszej klasy, porownywalnym z odkryciem Ameryki czy promieniowa-
nia rentgenowskiego. Jest to prawdziwe odkrycie w naukach przyrodniczych
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i nawet trudno powiedzie¢, czy sam ten fakt nalezy bardziej do fizyki, czy
tez do matematyki. Jego znaczenie zaréwno w zastosowaniach, jak i dla
potrzeb wypracowania sobie prawidtowego $wiatopogladu jest nieporowny-
walnie wieksze od takich ,osiagnie¢” matematyki, jak dowdd wielkiego twier-
dzenia Fermata lub dowdd faktu, ze dowolna wystarczajaco duza liczbe cal-
kowitg mozna przedstawi¢ jako sume trzech liczb pierwszych.

W celach reklamowych wspélczesna matematyka przedstawia czasem
takie wyczyny jako swoje ostatnie stowo. Oczywiscie, takie postepowanie
nie tylko nie przyczynia sie¢ do uznania matematyki przez spoleczenstwo,
ale — wprost przeciwnie — wywoluje zdrowa nieufno$é¢ co do potrzeby mar-
nowania energii na zajmowanie si¢ egzotycznymi problemami, ktore prawie
nikogo nie interesuja (czyms$ w rodzaju wspinaczki po skale).

Twierdzenie o klasyfikacji powierzchni powinno zosta¢ wiaczone do pro-
gramu matematyki w liceum (raczej bez dowodu), ale z jakich§ powodéw nie
jest nawet wlaczone do uniwersyteckich wyktadéw matematyki (z ktérych,
nawiasem moéwiac, we Francji w ostatnich kilkudziesieciu latach usunieto
cala geometrig).

Powrét w sposobie nauczania matematyki na wszystkich poziomach od
scholastycznego paplania do jej prezentacji jako waznego dziatu nauki przy-
rodniczej jest obecnie gléwnym problemem szkoly francuskiej. Ze zdziwie-
niem dowiedzialem sie, ze wszystkie ksiazki matematyczne zawierajace
najlepsze i najwazniejsze podejscia metodologiczne sa studentom prawie nie-
znane (najwyrazniej nawet nie bylty tlumaczone na jezyk francuski). Wsréd
nich sg ksiazki O liczbach i figurach Rademachera i Toeplitza, Geometria
poglgdowa Hilberta i Cohn-Vossena, Co to jest matematyka Couranta i Rob-
binsa, Jak to rozwigzacé oraz Matematyka i rozwazania wiarygodne Pélyi czy
Rozwaoj matematyki w XIX wieku F. Kleina.

Dobrze pamictam, jak wielkie wrazenie zrobil na mnie w szkole kurs
rachunku rézniczkowego Hermite’a (ktéry istnieje w rosyjskim tlumacze-
niu!). Powierzchnie Riemanna pojawiaja sie w nim chyba na samym po-
czatku (cala analiza jest oczywiscie oparta na liczbach zespolonych, jak byé
powinno). Asymptoty calek sa badane za pomoca deformacji drogi na po-
wierzchniach Riemanna i przesuwania punktéw rozgalezienia (dzisiaj nazwa-
liby$my to teorig Picarda—Lefschetza; Picard, nawiasem méwiac, byl zieciem
Hermite’a — zdolnos$ci matematyczne sa czesto dziedziczone przez zigcidow:
dynastia Hadamard — P. Levy — L. Schwarz — U. Frisch to jeszcze jeden
znany przyklad w paryskiej Akademii Nauk).

»Przestarzaly” kurs Hermite’a, powstaly sto lat temu (obecnie pewnie
usuniety z francuskich bibliotek uniwersyteckich), byt znacznie bardziej no-
woczesny niz arcynudne podreczniki rachunku rézniczkowego, ktérymi obec-
nie dreczy sie studentow.
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Jesli matematykom nie wroci rozsadek, to uzytkownicy, ktorzy ciagle po-
trzebuja teorii matematycznej, nowoczesnej w najlepszym tego stowa zna-
czeniu i ktérzy zachowuja zdroworozsadkowa odpornosé na bezuzyteczna
aksjomatyczna paplanine, w koncu odrzucg ustugi niedouczonych scholasty-
kéw zaréwno w szkotach, jak i na uniwersytetach.

Nauczyciel matematyki, ktory nie opanowal przynajmniej niektérych to-
moéw kursu Landaua i Lifszyca, stanie sie reliktem, podobnie jak cztowiek,
ktory nie zna dzisiaj réznicy miedzy zbiorem otwartym a domknietym.

Tlumaczyla Danuta Sledziewska-Blocka
Centrum Fizyki Teoretycznej PAN, Warszawa



