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Trzeci problem milenijny: hipoteza Poincarégo

1. Wstep. Topologia jest dyscyplina niejednolita i wyrézni¢ w niej
mozna kilka nurtéw, wsrod nich topologie rozmaitosci i blisko z nig zwia-
zang pochodzeniem i zainteresowaniami topologie algebraiczng. Obie zostaty
zapoczatkowane w latach 1895-1904 traktatem Poincarégo [53] i piecioma
uzupelnieniami do niego [54]-[58]. Idea Poincarégo polegala na badaniu
rozmaitosci srodkami algebraicznymi i taki charakter miato sformutowane
w piatym uzupelnieniu [58] przypuszczenie, ktéremu nadano pdzniej nazwe
hipotezy Poincarégo. W ciagu wieku, jaki mija od pojawienia sie traktatu
Poincarégo i jego uzupelnien, topologia rozmaitoéci rozwingla sie w duza
dyscypling. Rozwiazano wiele trudnych i glebokich zagadnien, osiagnieto
wspanialte i czestokro¢ nieoczekiwane wyniki, rozwinieto nowe i bardzo silne
metody, a hipoteza Poincarégo pozostaje nietknieta. Jest jak rafa, o ktora
rozbijaja sie najwieksi i wokot ktérej narasta legenda.

Celem tego artykutu (1) jest przedstawienie obecnego stanu tej hipotezy
i badan wokét niej rozwinietych.

Zacznijmy od przypomnienia podstawowych okreslen. Rozmaitoscig wy-
miaru n nazywa sie przestrzen metryczna o$rodkowa M™, ktérej kazdy
punkt ma otoczenie homeomorficzne z n-wymiarows przestrzenia euklide-
sowa R™. Przyklady rozmaito$ci: przestrzen euklidesowa R"™, sfera S2, ptasz-
czyzna rzutowa P2, torus T2 = St x S, sfera S3 itp.

Rozmaito$¢ zwarta nazywa sie zamknietq.

Rozmaitoscig wymiaru n z brzegiem nazywa si¢ przestrzen metryczna
oérodkowsg M™", ktorej kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne z n-
wymiarows kula domknieta D". Kazda rozmaito$é jest wiec rozmaitoscia
z brzegiem, ale nie na odwroét. Bedziemy uzywali symbolu int M™ na oznacze-
nie zbioru tych punktéw rozmaitosci M™, ktére maja otoczenie homeomor-
ficzne z R™ oraz symbolu O0M™ na oznaczenie brzegu OM"™ = M™ —int M™".
Brzeg moze by¢ pusty. Jesli jednak OM™ # (), to OM™ jest rozmaitoScia

(1) Artykut ten jest rozszerzona wersja mego wczesniejszego opracowania: O hipotezie
Poincarégo, Wiadom. Mat. 18 (1974), 21-39.
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wymiaru n — 1. Przyklady rozmaitosci z brzegiem: kula D™ (brzeg 0D™ jest
sferg S"~1), pelny torus S* x D? (brzeg jest torusem S* x S!) itp.

Sympleksem wymiaru n w R™, gdzie m > n, nazywa si¢ wypukla otoczke
n+1 punktéw w R™, ktére nie leza w jednej (n — 1)-wymiarowej hiperplasz-
czyznie w R™. Wypukla otoczka dowolnego podzbioru tego uktadu punktow
tez jest sympleksem; nazywa sie ja $ciang wyjsciowego sympleksu. Sciana
wymiaru 0 nazywa sie¢ wierzchotkiem. Sympleksami wymiaru 1 sa odcinki,
wymiaru 2 — tréjkaty i wymiaru 3 — czworoéciany. Scianami sympleksu wy-
miaru 3 sa: caly czworoscian (Sciana wymiaru 3), jego Sciany geometryczne
(Sciany wymiaru 2), krawedzie (Sciany wymiaru 1) i wierzcholki ($ciany wy-
miaru 0).

Kompleksem geometrycznym wymiaru n nazywa sie przestrzen metrycz-
na osrodkowa X, ktéra jest lokalnie skoniczong sumg symplekséw tak wzgle-
dem siebie potozonych, ze jedli dwa z nich sie przecinaja, to ich czes¢ wspolna
jest éciana kazdego z nich. Rodzine tych symplekséw oraz wszystkich ich
$cian nazywa sie takze triangulacjg przestrzeni X. Jesli X jest ponadto roz-
maitoscia (z brzegiem), to méwimy o rozmaitosci (z brzegiem) z triangulacjq.
Nizej ograniczamy sie do komplekséw i triangulacji skoniczonych.

Podstawowsg zaleta skonczonych komplekséw geometrycznych (triangu-
lacji) jest skonczony ich opis polegajacy na wyliczeniu wierzchotkéw sym-
plekséw nalezacych do kompleksu i wypisaniu tych zbioréw wierzchotkéw,
na ktérych rozpiete sa sympleksy. Opis taki wyznacza kompleks z doktad-
noscia do homeomorfizmu. Wada jest to, ze przestrzen (rozmaito$é¢) moze
mie¢ wiele triangulacji. Triangulacje graja jednak tylko role pomocnicza,
podobnie jak uktady wspélrzednych w geometrii analitycznej; typowe po-
stepowanie w topologii rozmaitoéci polega na znajdowaniu za ich pomoca
niezmiennikéw topologicznych, tzn. takich, ktére dla dowolnej innej triangu-
lacji tej samej rozmaitosci sg takie same, a wiec ktére zaleza nie od przypad-
kowej triangulacji, dla jakiej zostaly znalezione, lecz od rozmaitosci, ktorej
triangulacje rozpatrujemy. Znanym przyktadam takiego niezmiennika jest
charakterystyka Fulera—Poincarégo rozmaitosci M™,

XM™")=apg—a; +as — ...+ (—1)"ay,,

gdzie ay, jest iloscia symplekséw wymiaru k dowolnej ustalonej triangulacji
rozmaitosci M™.

2. Sformulowanie hipotezy Poincarégo i jej uogdlnienia. Poin-
caré zapoczatkowal pewna metode otrzymywania niezmiennikéw topolo-
gicznych rozmaitoéci, majacych strukture algebraiczna grupy. Mianowicie,
majac dana rozmaitos¢ M" z brzegiem i jaka$ triangulacja, konstruuje on
pewien cigg grup abelowych, o ktorym pézniej J. W. Alexander dowiddt, ze
dla kazdej innej triangulacji tej rozmaitosci otrzyma sie ciag identyczny. Tak
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wiec grupy Poincarégo nie zalezg od triangulacji, za pomoca ktorej zostaly
okredlone, lecz jedynie od samej rozmaitosci M". Nazywa sie je grupami
homologii rozmaitosci M™ i oznacza przez

Ho(M™), Hy(M™), ..., Hy(M™),...

Konstrukcja tych grup jest skomplikowana. Intuicyjnie, k-wymiarowa
grupa homologii Hi(M™) informuje o ilosci k-wymiarowych dziur oraz ist-
nieniu i krotnosci k-wymiarowych skrecen. Méwimy, ze rozmaitos¢ M™ ma
k-wymiarowa dziure, gdy — przy ustalonej jej triangulacji — istnieje k-wymia-
rowa podrozmaito$¢ zamknieta, ztozona z symplekséw triangulacji, ktora nie
jest brzegiem zadnej (k + 1)-wymiarowej podrozmaitosci rozmaitosci M™.
W tym sensie sfera S? nie ma 1-wymiarowych dziur i ma 2-wymiarowa dziure
(nie ma ,wnetrza”), a torus T2 = S x S! ma l-wymiarowe dziury (opisy-
wane przez réwnik i poludnik) i 2-wymiarowa dziure (nie ma ,wnetrza”). Po-
dobnie méwimy, ze rozmaito$¢ M"™ ma k-wymiarowe skrecenie, gdy istnieje
k-wymiarowa podrozmaito$¢ zamknieta B, ztozona z sympleksow triangula-
cji, ktéra sama nie jest brzegiem zadnej (k+ 1)-wymiarowej podrozmaitosci,
ale ktorej pewna algebraiczna wielokrotno$é jest brzegiem algebraicznym
(znaczy to mniej wiecej tyle, ze kazdemu (k + 1)-wymiarowemu symplek-
sowi triangulacji mozna nadaé orientacje w ten sposob, ze orientacje in-
dukowane na k-wymiarowych sympleksach zniosg sie, jesli taki sympleks
nie nalezy do B i nie zniosa sig, jedli sympleks nalezy do B; w tym drugim
przypadku réznica orientacji jednych i przeciwnych jest dla kazdego sym-
pleksu taka sama (na rys. 1 przedstawiajacym pewna triangulacje plasz-
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czyzny rzutowej P? linia pogrubiona jest 1-wymiarowym skreceniem krot-
noéci 2). Sfera S2 i torus T2 nie maja skrecen, natomiast wstega Mobiusa,
plaszczyzna rzutowa P? (rys. 1) i butelka Kleina K maja 1-wymiarowe
skrecenia krotnosci 2. Dalsze przykiady mozna znalezé w literaturze, np.
w ksiazce [63].

Kazda grupa homologii jest skonczenie generowalna grupa abelowsa, daje
sie wiec przedstawi¢ w postaci

HM)=Z+..4+Z+Zy +...+ 7,

gdzie liczba sktadnikéw wolnych, tzw. k-wymiarowa liczba Bettiego, odpo-

wiada ilosci dziur, a liczba m i wspotczynniki ¢, ..., t,,, tzw. wspdlczynniki
torsji — ilodci i krotnosci skrecen.
Przyktady:
_ Z gdy k=0,2,
Hk(S"):{g giy’;;g’? Hk(TQ):{Z+Z gdy k=1,
g 1 0 gdy k > 2,
Z gy k=0, 20z wv it
Hy(P?) =3 Zy gdy k=12, Hy(K)= 2 B
0 gdyk>2 Zy  sdy k=2
By ’ 0 gdy k > 2.

Grupy homologii natychmiast ujawnity swa wielka przydatnosé, jak bo-
wiem pokazal Poincaré [53]-[55], charakteryzuja one catkowicie rozmaitosci
zamkniete wymiaru 2, czyli tzw. powierzchnie zamkniete. Dokladniej, dwie
powierzchnie zamkniete sa homeomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy wszyst-
kie ich grupy homologii tego samego wymiaru sg izomorficzne. Daje to nie
tylko klasyfikacje powierzchni, ale takze algorytm pozwalajacy w skoncze-
nie wielu krokach wyznaczyé¢ typ topologiczny rozmaitosci. Dla powierzchni
zwartych z brzegiem analogiczna charakteryzacje stanowig grupy homologii
plus liczba sktadowych brzegu.

Nasuwalo sie naturalne przypuszczenie, wysuniete przez Poincarégo w
[55], ze grupy homologii klasyfikuja takze rozmaitosci wyzszych wymiaréw.
W odniesieniu do sfery S® mozna to przypuszczenie tak sformutowaé [58]:
czy rozmaito$¢ zamknieta wymiaru 3, ktéra ma grupy homologii takie jak
sfera S3, jest homeomorficzna ze sferg S3? Nazywajac sferg homologiczng
rozmaitos¢ zamknietg M"™ majaca grupy homologii sfery S™, mozna ostat-
nie pytanie sformutowaé krétko: Czy 3-wymiarowa sfera homologiczna jest
homeomorficzna ze sfera S?

Niespodziewanie okazalo sie, ze sfera homologiczna moze zwyczajna sfera
nie byé. Najprostszych przykladéw dostarczaja tzw. rozmaitosci dodeka-
edralne, sferyczna i hiperboliczna. Obie powstaja z bryly dwunasto$cianu
foremnego przez sklejanie pewnych punktéw jego powierzchni.
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Rozmaito$é dodekaedralna sferyczna powstaje przez naklejenie na siebie
kazdej pary przeciwlegtych pieciokatéw po skreceniu jednego z nich w lewo
(patrzac w kierunku $érodka bryly) o kat 7/5 (rys. 2). Jak si¢ bez trudu

Rys. 2

dowodzi przez odwolanie do charakterystyki Eulera—Poincarégo (por. [63],
str. 216), powstaje rozmaito$¢ zamknieta wymiaru 3. Mozna pokazad, ze jej
grupy homologii s3 identyczne z grupami homologii sfery S3 (tamze, str.
216-218), a wigc ze jest to sfera homologiczna wymiaru 3.

Rozmaitosé dodekaedralna hiperboliczna powstaje w analogiczny sposéb
przez naklejenie na siebie kazdej pary przeciwleglych pieciokatéw, ale po
skreceniu jednego z nich w lewo o kat 37/5. W wyniku, jak poprzednio,
powstaje 3-wymiarowa sfera homologiczna.

Obie te rozmaitosci réznia sie jednak miedzy soba i zadna z nich nie
jest sferg, mozna bowiem wskazaé¢ wlasnosé topologiczna, ktéra ma sfera,
ale ktérej one nie maja: w sferze S3 kazdy obraz ciggly okregu S! daje
si¢ $ciagna¢ do punktu (tzn. kazde przeksztalcenie ciggle f : S1 — S3
ma rozszerzenie ciagte F : D? — S3), natomiast w obu rozmaito$ciach
dodekaedralnych istnieja krzywe zwykle zamkniete niesciggalne.

Przypomnijmy, ze dwa przeksztalcenia ciagte ¢,v : W — T nazywaja
sie homotopijne, gdy istnieje ciagla rodzina przeksztalcen hy : W — T,
0 <t <1, taka ze hg = ¢ 1 hy = 9, czyli (innymi stowy) gdy istnieje
przeksztalcenie ciagle H : W x [0,1] — T takie, ze H|W x (t) = h; dla kaz-
dego t. Relacja homotopii dzieli wszystkie przeksztatcenia ciagle W — T na
klasy homotopii i analiza zbioréw tych klas jest waznym narzedziem badania
przestrzeni W (przy odpowiednio dobieranych 7).

W szczegdlnosei, jesli M jest rozmaitoscia spojna (dowolnego wymiaru),
to klasy homotopii przeksztatcen S' — M tworza grupe, zwana grupg pod-
stawowq rozmaitosci M, oznaczang 71 (M ). Trywialno$é grupy podstawowej
rozmaitosci M oznacza, ze kazdy obraz ciagly okregu w rozmaitosci M daje
sie w niej $ciggnaé¢ do punktu. Sfera S ma oczywiscie trywialng grupe pod-
stawowa, natomiast obie rozmaitoséci dodekaedralne maja grupy podstawowe
nietrywialne.
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Poincaré poprawil wiec pytanie i zapytal: czy 3-wymiarowa sfera homo-
logiczna, ktéra ma trywialnag grupe podstawowa, tzn. w ktérej kazdy obraz
ciggly okregu S* jest $ciagalny do punktu, jest homeomorficzna ze sferg S3?
I to pytanie, mimo ogromnego postepu w topologii, jest otwarte do dzis. Jest
to wlasnie owa stynna hipoteza Poincarégo.

HIiPOTEZA POINCAREGO. Sfera homologiczna M3, ktéra ma trywialng
grupe podstawowgq, jest homeomorficzna ze sferg S°.

Nazywajac przestrzen topologiczna, w ktérej kazdy obraz ciagty okregu S*
jest $ciagalny do punktu, przestrzenia jednospdjng (i to pojecie pochodzi od
Poincarégo) — hipotezie Poincarégo mozna nadaé taka krétka postaé:

HIPOTEZA POINCAREGO (inna postaé). Jednospdjna sfera homologiczna
M?3 jest homeomorficzna ze sferg S3.

Kilkadziesigt lat pézniej, kiedy topologia znacznie si¢ juz rozwinela,
a 0go6lnosc¢ stawala sie norma, hipoteze Poincarégo w naturalny sposéb uogél-
niono na dowolny wymiar, uzyskujac tzw. uogolniong hipoteze Poincarégo.

UOGOLNIONA HIPOTEZA POINCAREGO. Jednospdjna sfera homologiczna
M™ jest homeomorficzna ze sferg S™.

Po mniej wiecej dwudziestu latach od prac Poincarégo rozszerzono de-
finicje grupy podstawowej na przypadek sfery S™ dowolnego wymiaru n,
nadajac takze klasom homotopii S™ — M charakter grupowy. Te ostatnia
grupe nazywa sie n-wymiarowg grupg homotopii rozmaitosci M i oznacza
symbolem 7, (M). Trywialno$¢ n-wymiarowej grupy homotopii rozmaito-
$ci M oznacza, ze kazdy obraz ciagly sfery S™ w M daje si¢ w M $ciagnaé
do punktu.

Grupy homotopii odgrywaja w topologii bardzo duzag role, ktérej tu
opisywa¢ nie bedziemy. Przypomnijmy jeszcze tylko, ze kazde przeksztal-
cenie ciggte f : M — N w naturalny sposéb indukuje homomorfizmy od-
powiednich grup homotopii f : m,(M) — m,(N) (zlozenie przeksztalcen
p: 8" — Mif: M — N przypisuje klasie homotopii [¢(M)] € m,(M)
klase¢ homotopii [f o ] € 7, (N)).

Postugujac sie jeszcze jednym pojeciem homotopijnym, a mianowicie po-
jeciem typu homotopii, mozna uogdlniong hipoteze Poincarégo sformutowaé
jeszcze inaczej. Bedziemy moéwili, ze dwie przestrzenie X i Y majg ten sam
typ homotopii, gdy istnieja przeksztatcenia f: X — Y ig:Y — X takie, ze
zlozenie fog jest homotopijne z tozsamoscia na Y, a ztozenie go f jest homo-
topijne z tozsamoscia na X. Obrazowo, ale mniej Scisle mozna powiedziec,

ze pewne przeciagniecie X przez Y, X Lysx , 1 pewne przeciggniecie Y

przez X, Y END 4, Y, nie powoduje istotnych strat w topologii, kazde z tych
przeksztatcen daje sie bowiem przeprowadzi¢ przez ciagta deformacje X lub,



Trzeci problem mileniyny: hipoteza Poincarégo 69

odpowiednio, Y na sobie na tozsamos¢. Intuicyjnie jest jasne, ze w takim
przypadku struktury topologiczne X i Y musza by¢ sobie bliskie. Uogdlniona
hipoteza Poincarégo jest rownowazna sformutowaniu, ze jeSli rozmaitosé za-
mknieta M™ ma typ homotopii sfery S™ (co wyrazamy krétko, nazywajac
taka rozmaito$é M™ sferqg homotopijng), to struktury topologiczne M™ i S™
sa identyczne. Dowodzi si¢ mianowicie, ze rozmaito$¢ zamknieta M™ jest
sferag homotopijng wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona jednospéjna i ma grupy
homologii sfery S™.

Réwnowaznie mozna powiedzieé, ze M™ jest sfera homotopijna, gdy ist-
nieje przeksztalcenie ciaglte f : S™ — M"™, ktére indukuje izomorfizm grup
homotopii. W takim przypadku kazde przeksztalcenie ciggle g : S¥ — M™,
gdzie k < n, daje sie homotopijnie zdeformowaé do punktu. W wymia-
rze 3 sytuacja jest jeszcze prostsza, 3-wymiarowa rozmaitos¢ zamknieta jest
bowiem sferg homotopijna wtedy i tylko wtedy, gdy ma trywialna grupe
podstawowa [21] lub, innymi stowy, gdy jest jednospdjna.

UOGOLNIONA HIPOTEZA POINCAREGO (W postaci homotopijnej). Sfera
homotopijna M™ jest homeomorficzna ze sferg S™.

Sfera homotopijna jest z definicji rozmaitoscig topologiczna. Wobec braku
dobrych ogdlnych metod dla rozmaitosci topologicznych zwykle przyjmuje
sie jeszcze zalozenie, ze nasza sfera homotopijna ma silniejszg strukture roz-
maitosci kombinatorycznej lub rozmaitosci gtadkie;j.

Przypomnijmy, ze rozmaitos¢ M"™ nazywa sie kombinatoryczng, gdy —
mowigc troche niescisle — ma ona triangulacje lokalnie izomorficzng z jaka-
kolwiek triangulacja n-wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej R™. Dlan = 3
kazda triangulacja ma te wlasnosé [43], dla n > 3 zagadnienie jest otwarte.

Rozmaito$¢ M™ nazywa sie gladkq, gdy istnieje na niej atlas {Uy, ©q }
klasy C°°, tzn. rodzina zbioréw otwartych U, i homeomorfizméw ¢, prze-
prowadzajacych U, na podzbiory otwarte przestrzeni R” taka, ze zbiory U,
pokrywaja M"™, a homeomorfizmy pgo ¢ ! : ¢n(Us NUg) — R™ sa réznicz-
kowalne klasy C°°.

Wréémy teraz do uogdlnionej hipotezy Poincarégo w postaci homotopij-
nej i rozpatrzmy przypadki n = 1,2,... W wymiarach 1 i 2 sytuacja byla
Poincarému dobrze znana. Jedyna 1-wymiarowa rozmaito$cia zamknieta jest
sfera S1, przypadek ten jest wiec trywialny. W wymiarze 2 mamy do czy-
nienia z powierzchniami i z cytowanego wyzej twierdzenia klasyfikacyjnego
wynika, ze jedyna powierzchnig zamknieta majaca grupe homologii sfery 52
jest sfera S2. Zatem i w tym przypadku hipoteza Poincarégo jest trywialnie
prawdziwa. Pozostaja przypadki n > 3.

Dla wymiaru n = 3 zalozenie, ze sfera homotopijna jest rozmaitoscia
kombinatoryczng lub gladka — nie jest zadnym ograniczeniem. Istotnie, jak
bowiem pokazal Moise [43] (p. takze Bing [7]), kazda rozmaito$é¢ topolo-
giczna wymiaru 3 jest triangulowalna, a przeto ma strukture rozmaitosci
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kombinatorycznej. Z kolei za$, zgodnie z twierdzeniem Cairnsa ([7], twier-
dzenie 14.2), na kazdej rozmaitosci triangulowalnej wymiaru n < 4 istnieje
struktura gtadka.

Dla wyzszych wymiaréw dodatkowe zalozenie o strukturze kombinato-
rycznej lub gladkiej sfery homotopijnej jest jednak istotnym wzmocnieniem
zalozen hipotezy, istnieja bowiem np. rozmaitosci triangulowalne nie majace
zadnej struktury gladkiej [25]. Mimo takiego wzmocnienia zalozen nie mozna
jednak oczekiwaé¢, by mozna byto podobnie zaostrzyé¢ teze. Np. z tego, ze
sfera homotopijna M™ jest gladka, na pewno nie moze wynikaé, ze jest ona
gladko réwnowazna sferze S™, tzn. ze istnieje homeomorfizm h : M™ — S
taki, ze zaréwno on sam, jak i jego odwrotnos¢ sa rézniczkowalne klasy C'*°
(taki homeomorfizm nazywa si¢ dyfeomorfizmem, a rozmaitosci nim zwia-
zane — dyfeomorficznymi). Istotnie, jak bowiem pokazal Milnor [38], istnieja
rozmaitoséci homeomorficzne z S” (sa to wiec, a fortiori, sfery homotopijne),
ale nie dyfeomorficzne z S”. (Od przypadku gtadkiego troche sie rézni przy-
padek kombinatoryczny, tu mozna bowiem w tezie zada¢ troche wiecej niz
tylko homeomorfizmu, por. [85].)

3. Dowé6d uogéblnionej hipotezy Poincarégo dla wymiaréw n > 5.
Najpowazniejszym dotychczas osiagnieciem w badaniach nad uogdélniona hi-
poteza Poincarégo jest jej dowdd dla wymiaréw n > 5 przy zalozeniu, ze
rozmaitos¢ jest kombinatoryczna lub gladka, uzyskany w latach 1960-1962
przez Smale’a [65], Stallingsa [68], Wallace’a [76] i Zeemana [84], [85].

Pierwszy byl Smale ([64], p. takze [67]), a jego dowdd (podobnie jak p6z-
niejszy dowdd Wallace’a) opieral sie na zalozeniu gladkosci i doprowadzit
do silniejszej tezy: gladka sfera homotopijna M™ zawiera gtadko zanurzona
sfere S"~1, ktéra rozcina M™ na dwie gtadko zanurzone (n — 1)-wymiarowe
kule. Dowéd Stallingsa (uzupelniony przez Zeemana do wymiaréw 51 6) byt
odmienny i opieral sie na stabszym zalozeniu, ze sfera homotopijna M" jest
rozmaitoscia kombinatoryczna. Teza tez byla stabsza: rozmaitos¢ M™ z usu-
nietym jednym punktem jest kombinatorycznie homeomorficzna ze standar-
dowg przestrzenia euklidesowa.

Za swoje prace w tym zakresie S. Smale zostal wyrdzniony medalem
Fieldsa na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow w Moskwie w roku
1966 [72].

Naszkicuje najpierw dowdd dla przypadku gladkiego.

Przypomnijmy, ze podzbiér V' zbioru W nazywa sie jego retraktem defor-
macyjnym, gdy istnieje ciagla rodzina przeksztatcen f; : W — W, 0 <t < 1,
taka ze fo jest tozsamoscia na W, a f; retrakcja W na V.

Kluczowym elementem eleganckiego dowodu jest nastepujace, udowod-
nione przez Smale’a [66] twierdzenie, majace zreszta duza warto$é niezalez-
nie od hipotezy Poincarégo.
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TWIERDZENIE O h-KOBORDYZMIE. Niech W™ bedzie rozmaitoscig gladkq,
zwartq, z brzegiem OW™ =V UV’ (suma rozlgczna, V i V' nie muszq byé
spajne). Jesli

(i) W™, V i V' sq jednospdjne,

(i1) V i V' sq retraktami deformacyjnymi rozmaitosci W™,

(iii) wymiar dAim W™ =n > 6,
to W =V x I (réwno$¢ = oznacza tu dyfeomorfizm).

Zalozenie (ii) jest istotne. Zalozenie (i) uda si¢ p6zniej ostabié (p. ni-
zej twierdzenie o s-kobordyzmie), a zalozenie o wymiarze uda si¢ obni-
zy¢ do n = 5 (p. nizej twierdzenie Freedmana). Dla n = 3 twierdzenie
o h-kobordyzmie jest rownowazne hipotezie Poincarégo. Inne komentarze,
patrz [40].

Nazwa twierdzenia pochodzi stad, ze rozmaitosci V' i V'’ spelniajace wa-
runek (ii) nazywaja sie h-kobordyczne. Z twierdzenia o h-kobordyzmie wy-
nika

WNIOSEK. Rozmaitoéci V, V' jednospdjne i h-kobordyczne wymiaru > 5
sq dyfeomorficzne.

Niech teraz M™ bedzie gtadka sfera homotopijna. Rozpatrzmy rozma-

ito$¢ z brzegiem

M" = M"™ — int D",
gdzie D™ C M™ jest gtadko wlozong n-wymiarowg kulg. Brzegiem tej rozma-
itodci jest oczywiscie sfera S™~!. Laczac dwa egzemplarze rozmaitoéci M™
wzdhuz brzegu S"~! za pomoca przeksztalcenia identycznosci otrzymujemy
rozmaitos¢ zamknieta

2M™ = M"™ Ugn M™.

Nietrudno zauwazy¢, ze oM™ jest brzegiem rozmaitosci Sciagalnej ([27],
str. 507). Istotnie, biorac bowiem produkt M" xTi $ciggajac do punktu
kazdy odcinek s x I, gdzie s € Sn—1 otrzymujemy rozmaitosé N™t! z brze-
giem réwnym 2M™ (rys. 3). Rozmaito$é N"1 jest $ciagalna, mozna bo-

Rys. 3
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wiem wziac jej retrakcje deformacyjna po odcinkach p x I, p € M " na M "
a M™ z kolei $ciagna¢ do punktu (co jest mozliwe, bo M™ powstaje ze sfery
homotopijnej M™ przez usuniecie wnetrza jednej kuli).

7 kolei tatwo widzie¢, ze rozmaitos¢ jest brzegiem rozmaitosci $ciagalnej
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona h-kobordyczna ze sfera. Istotnie, jesli bo-
wiem Q" jest brzegiem rozmaitoéci éciggalnej 7" +! do punktu p € int T7*1,
to wycinajac z 7" wnetrze odpowiedniej kuli wokél p otrzymujemy h-
kobordyzm miedzy Q™ a brzegiem S™ tej kuli (rys. 4). Implikacja odwrotna
(w naszym przypadku nieistotna) wynika przez zaklejenie sfery kula.

Rys. 4

7 obu powyzszych przestanek wynika, ze rozmaitosé 2M™ jest h-kobor-
dyczna ze sfera S™. Jesli n > 5, to na mocy wniosku z twierdzenia o h-
kobordyzmie 2M" jest dyfeomorficzna ze sfera S™.

Dla zakonczenia dowodu wystarczy teraz powotac sie na uogélnione twier-
dzenie Schoenfliesa. Nazwijmy sfere X"~ lezaca w S™ ltagodng, gdy ma ona
w S™ otoczenie postaci S"7! x [~1;1], gdzie S"~! x 0 odpowiada ™1
Wspomniane twierdzenie glosi, ze (n — 1)-wymiarowa sfera tagodna w S™
dzieli S™ na dwa obszary takie, ze domkniecie kazdego z nich jest kula [6].
Stosujac to twierdzenie do sfery S"~! C 2M" (sfera zanurzona gladko jest
tagodna) wnosimy, ze M™ jest kulg.

Ostatecznie wiec M", jako suma dwdch kul Mn" i D" sklejonych wspol-
nym brzegiem S™!, jest homeomorficzna ze sferg S™.

Dla n > 6 dowdd jest znacznie prostszy. Rozpatrujemy dwa roztaczne
gladkie zanurzenia ¢ : D™ C M™ oraz j : D™ C M"™. Rozmaitos¢ M"™ —
i(int D™) — j(int D™) jest h-kobordyzmem miedzy dwoma egzemplarzami
Sn~1 a zatem, na mocy twierdzenia o h-kobordyzmie, rozmaito$é ta jest
dyfeomorficzna z produktem S"~! x I. Doklejajac z powrotem kule i(D"™)
ij(D™) otrzymujemy S™.



Trzeci problem mileniyny: hipoteza Poincarégo 73

W przypadku kombinatorycznym dowdd musi by¢ oczywidcie inny. W du-
zym skrécie moze on wygladaé tak (por. [4], str. 125). Zaczynamy od po-
kazania, stosujac tzw. lemat o pochlanianiu (,engulfing lemma”), ze jesli
rozmaito$¢ kombinatoryczna M™ jest sfera homotopijna, to kazdy (n — 3)-
wymiarowy kompleks geometryczny, lezacy w M" i zgodny z jej struktura
kombinatoryczna, daje si¢ zanurzy¢ we wnetrze (,,pochtonaé” przezen) n-
wymiarowej kuli w M™. Ustalamy triangulacje 7" na M™ i zanurzamy jej
(n — 3)-wymiarowy szkielet G"~3, tj. kompleks zlozony ze wszystkich sym-
pleksow triangulacji o wymiarach < n—3, we wnetrze n-wymiarowej kuli C1.
Nastepnie bierzemy podpodzial barycentryczny T triangulacji T i przez H?
oznaczamy kompleks ztozony ze wszystkich symplekséw tego podziatu roz-
tacznych z G"~3; nietrudno sprawdzié¢, ze H? nie zawiera symplekséw o wy-
miarach > 2. Jesli 2 < n — 3 (co ma miejsce tylko dla n > 5), to istnieje
n-wymiarowa kula Cy zawierajaca w swoim wnetrzu H?2. Powickszamy C
i Oy, poki nie pokryja calej rozmaitosci M™. Jak wynika z uogdlnionego
twierdzenia Schoenfliesa [6], rozmaito$¢ zwarta wymiaru n, ktéra jest suma
dwoch kul otwartych, jest homeomorficzna ze sferg S™.

Kilka lat p6zniej M. H. A. Newman usunal zalozenia gladkosci i kom-
binatorycznosci ([44], p. takze [9]), doprowadzajac do twierdzenia: jesli za-
mknieta rozmaito$¢ topologiczna M™, gdzie n > 5, jest sfera homotopijna,
to M™ jest homeomorficzna z S™.

4. Dowdd uogéblnionej hipotezy Poincarégo dla wymiaru n = 4.
W roku 1939 J. H. C. Whitehead opublikowal prace [80], a w 11 lat p6Zniej
prace [82]. W obu tych pracach wprowadzil, nie dostrzezone zrazu, poje-
cie homotopii prostej (,simple homotopy”) miedzy kompleksami sympli-
cjalnymi. Méwiac niescisle, homotopia prosta jest taka homotopia, ktora
wSzanuje” strukture kombinatoryczna. Badajac, kiedy zwykla homotopia
jest réwnowazna homotopii prostej, zdefiniowal przeszkode, zwana dzisiaj
torsjg Whiteheada, ktorej znikanie jest warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym owej rownowaznosci, a ktora lezy w tym, co dziS nazywa sie grupg
Whiteheada, tj. w pewnej grupie abelowej zaleznej od grupy podstawowej.
Blizsze przedstawienie tej problematyki zawiera artykul [41] oraz ksiazka [8].

W miare rozwoju topologii stawalo sie jasne, ze torsja Whiteheada do-
starcza waznego narzedzia do badania rozmaitoséci gtadkich lub kombinato-
rycznych z nietrywialna grupa podstawowa. W szczegdlnosci z jej pomoca
udato sie rozszerzy¢ twierdzenie o h-kobordyzmie na rozmaitosci, ktorych
grupa podstawowa nie jest trywialna. Stato si¢ to w latach sze$édziesiatych
([1], [36], [70]), a wynikiem bylo nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE O s-KOBORDYZMIE. Niech W™ bedzie kobordyzmem (glad-
kim lub kombinatorycznym) miedzy My a My, gdzie n > 6. Jesli rozma-
ito§¢ W™ jest jednospéjna, a inkluzja My C W™ (lub, réwnowaznie, inklu-
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zja My C W™) jest homotopiq prostg, to rozmaito$é¢ W™ jest identyczna
(poprzez homeomorfizm gladki lub kombinatoryczny) z produktem My x 1.

Warunek, ze inkluzja My C W™ jest homotopig prosta, mozna wysto-
wié i tak: istnieje retrakcja deformacyjna W" — Mg, ktora jest homotopia
prosta (por. warunek (ii) w twierdzeniu o h-kobordyzmie).

Wiecej o twierdzeniu o s-kobordyzmie mozna przeczyta¢ w [24] i [26].

Po kolejnych dwudziestu latach, w roku 1982, M. Freedman udowod-
nit, przy dodatkowych wszakze zalozeniach, twierdzenie o s-kobordyzmie
dla wymiaru 5 [12]. Trzeba bylo na grupe podstawowa nalozyé¢ dodatkowe
ograniczenia, a identycznosé z produktem (w tezie twierdzenia) byla tylko
zwyklym homeomorfizmem.

TWIERDZENIE O s-KOBORDYZMIE DLA WYMIARU 5. Zwarty s-kobordyzm
W™ wymiaru n = 5, majgcy ,,dobrg” grupe podstawowq, jest topologicznie
rownowazny z produktem My x I.

Méwiac niescisle, grupa podstawowa jest ,dobra”, jesli rozmaitosé do-
puszcza wlozenia 2-wymiarowych raczek (por. [13], str. 99). W szczegdlno-
Sci, grupy ,poly-(finite or cyclic)”, tzn. takie, ktore daja si¢ przedstawié
w postaci rosnacego, ale skoficzonego ciagu podgrup, z ktérych kazda jest
dzielnikiem normalnym nastepnej, a ilorazy sg skonczone lub cykliczne — sg
,dobre”. Nie jest ,dobra” grupa wolna o 2 generatorach.

Nie wchodzac glebiej w nieistotne dla nas szczegdly, przejdzmy do hipo-
tezy Poincarégo. Jesli (zarys dowodu przedstawiam za ksiazka [13], str. 102)
M* jest sfera homotopijna, to bierzemy stozek cM* (formalnie zdefiniowany
jako produkt M* x I, w ktérym ,wieczko” M* x 1 identyfikuje sie do punktu
zwanego wierzcholkiem stozka). Pokazuje sie, ze stozek cM*? jest rozmaito-
$cia 1 usuwa woké!t jego wierzchotka otwartg kule, ktérej brzegiem jest oczy-
widcie sfera S*. Powstaje rozmaitoéé, ktéra jest s-kobordyzmem pomiedzy
M* a 8%, co pozwala zastosowaé twierdzenie Freedmana o s-kobordyzmie.

Za opisane tu wyniki M. Freedman otrzymal medal Fieldsa na Miedzyna-
rodowym Kongresie Matematykéw w Berkeley w 1986 r. Jak méwit wowczas
J. Milnor, ,Freedman’s methods were so sharp as to actually provide a com-
plete classification of all compact simply-connected topological 4-manifolds,
yielding many previously unknown homeomorphisms between known mani-

folds”.

5. Proby dowodu hipotezy Poincarégo dla wymiaru 3. Do roz-
strzygniecia uogdlnionej hipotezy Poincarégo pozostalty wiec dwa wymiary:
wymiar 3, dla, ktorego hipoteza ta byta pierwotnie sformutowana, oraz wy-
miar 4. Oba te wymiary, a czasem jeszcze takze i wymiar 5, sg nazywane
przez niektérych topologéw ,krytycznymi”, zagadnienia zwiazane z nimi
okazujg sie bowiem czesto znacznie trudniejsze niz dla wyzszych wymiardw
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i oprécz hipotezy Poincarégo mozna wskazaé takze inne jeszcze hipotezy
i twierdzenia, ktére sa dotad nie rozstrzygniete, badz tez zostaly dowiedzione
pdzniej niz w przypadku obejmujacym rozmaitoéci wyzszych wymiardw.

Przedstawimy tu krotko niektére proby rozstrzygniecia tej hipotezy dla
wymiaru 3. Zasadnicza trudno$¢ w rozwijaniu takich prob lezy w braku
dobrych charakteryzacji sfery S lub twierdzen implikujacych takie cha-
rakteryzacje (jak np. twierdzenie o h-kobordyzmie dla wymiaréw > 5).
Jednej z niewielu charakteryzacji dostarcza znane twierdzenie Reeba (por.
[39], twierdzenie 4.1): jesli na rozmaitosci zamknietej i gladkiej M™ istnieje
funkcja Morse’a, ktéra ma tylko dwa punkty krytyczne, to M™ jest home-
omorficzna z S™. Stosowanie tego twierdzenia drogg modyfikacji wyjsciowej
funkcji Morse’a do funkcji Morse’a z dwoma tylko punktami krytycznymi
wymaga jednak techniki podobnej do uzywanej w dowodzie twierdzenia o h-
kobordyzmie, a dla wymiaréow krytycznych technika ta sie zacina.

W wyniku licznie podejmowanych préb uzyskano pare dalszych charak-
teryzacji oraz rézne redukcje hipotezy, z ktérymi mozna wiaza¢ pewne na-
dzieje. Przytocze ciekawsze.

Najstarszy ogloszony drukiem ,dow6d” hipotezy Poincarégo pochodzi
od znakomitego topologa angielskiego J. H. C. Whiteheada [43] z 1935 r.
Tutaj jednak sam autor znalazl blad [44].

Okoto 1955 r. hipoteza Poincarégo zajmowal sie R. H. Bing. 7 pew-
nym opéznieniem, spowodowanym pogloskami o rozstrzygnieciu tej hipotezy
w Princeton, oglosil on prace [2] zawierajaca nastepujaca charakteryzacje:

TWIERDZENIE BINGA. Rozmaito$¢ spdjna, zamknieta, wymiaruy 3 jest
homeomorficzna ze sferg S® wtedy i tylko wtedy, gdy kazda krzywa zwykla
zamknieta w tej rozmaitosci lezy w kuli zawartej w tej rozmaito$ci.

Na mocy tego twierdzenia hipoteza Poincarégo redukuje sie do dowodu,
ze jednospojnosé¢ sfery homotopijnej pociaga wyzej sformutowany warunek;
Warunek ten jest jednak bardzo delikatny, istnieja bowiem — jak zobaczymy
nizej — rozmaitosci jednospdjne nie spelniajace go.

Sensacje przyniést rok 1958, kiedy to zostata ogloszona praca japonskiego
matematyka Kosekiego [14] zawierajaca ,dowdéd” hipotezy. Druga polowa
tej pracy, liczacej ponad 100 stronic druku, zawiera poprawny wynik, ze
rozmaito$é zamknieta, spéjna, wymiaru 3 jest homeomorficzna ze sfera S2,
jesli dla jakiejkolwiek jej triangulacji potrafimy zanurzyé w 3-wymiarowa
przestrzen euklidesowg R? 2-wymiarowy szkielet tej triangulacji, tj. podzbiér
rozmaitosci ztozony ze wszystkich symplekséw triangulacji o wymiarach < 2.
Jednakze pierwsza cze$é pracy dowodzaca, ze dla sfery homotopijnej jest to
mozliwe, nie jest jasna.

Latem 1965 r. Stallings mial na seminarium topologicznym w Wisconsin
odczyt pod zaskakujacym tytutem Jak nie nalezy dowodzié hipotezy Poin-
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carégo [40]. Opisal w nim nieudana prébe dowodu tej hipotezy za po-
moca pewnego twierdzenia o homotopii, ktére okazalo sie prawdziwe dla
wszystkich wymiaréw z jedynym wyjatkiem, kluczowego w tym przypadku,
n = 2. W tymze odczycie autor przedstawit kilka zagadnien topologiczno-
algebraicznych, ktérych pozytywne rozstrzygniecie pociggatoby istnienie dla
sfery homotopijnej wymiaru 3 diagramu Heegarda (p. nizej) rodzaju 1.

Wiekszos$é dotychczasowych préb dowodu hipotezy idzie jedng z dwdch
drog:

1) rozkladu sfery homotopijnej na kulg oraz reszte i pokazania, ze do-
mkniecie reszty jest tez kula,

2) pokazania, ze istnieje rozklad sfery homotopijnej na dwa zwyczajne
torusy sklejone wspélnym brzegiem.

Oméwimy je kolejno.

1) Jesli M? jest sfera homotopijna, a D3 C M3 jest porzadnie w niej
lezaca kula (np. sympleksem triangulacji lub jako podrozmaitoéé gladka),
to rozmaitosé M3 —int D3, zwana kulg homotopijng, jest — podobnie jak kula
zwyczajna — zwarta, spojna i jednospdjna, z brzegiem réwnym S? = 9D3.
Jesli taka kula homotopijna jest zwyczajna kula, to sfera homotopijna M3
jest zwyczajnag sfera, ale jesli taka kula homotopijna zwyczajna kulg nie jest,
to M3 jest kontrprzykladem na hipoteze Poincarégo.

Ta droga szedl przytoczony wyzej dowdéd Smale’a uogdlnionej hipotezy
Poincarégo, ale Smale miatl da dyspozycji twierdzenie o h-kobordyzmie,
z ktérego w istotny sposéb skorzystal. Dla wymiaru 3 twierdzenie to jest
jednak rownowazne hipotezie Poincarégo.

Pewnych mozliwosci dostarcza rozwazanie triangulacji kuli homotopijne;j
wedlug wzoru: jesli kula homotopijna ma ,,dobra” triangulacje, to jest kula
zwyczajna. Np. kula homotopijna jest zwyczajng kula, jesli 3-wymiarowe
sympleksy jakiej$ jej triangulacji mozna ustawi¢ w ciag s1,S9,...,S, taki,
ze kazda suma czesciowa s1U. . .Usg, gdzie k < n, jest kula homotopijna (por.
[4], str. 107). Cho¢ moze sie to wydawaé dziwne, istnieje wiele triangulacji
zwyczajnej kuli, ktére nie maja tej wlasnosci ([4], str. 108) i nie bardzo
wiadomo, jak od ,zlej” triangulacji przej$é¢ do ,,dobrej”.

Na pomyst innej mozliwoéci wpadli okoto 1964 r. Haken i Poénaru.
Ich plan byt podobny, chociaz Haken pracowal za pomoca triangulacji,
a Poénaru uzywal struktur gtadkich. Kazdy z nich usuwal ze sfery ho-
motopijnej M3 wnetrze zwyczajnej kuli, co dawato kule homotopijna N3.
7Z twierdzenia Hurewicza wynika, ze skoro m1(N3) = 0 i Hy(N3) = 0, to
7o (N3) = 0, a zatem istnieje homotopia $ciagajaca brzeg S? rozmaitogci N3
do punktu w N3. Kazdy z nich prébowat te homotopie ,wygladzi¢”, by
méc wywnioskowaé, ze N3 jest kulg. Zadnemu sie nie udalo (por. Bing [5],
Haken [18]).

W bliskim zwiazku ze $ciagalnoScia pozostaje zgniatalnosé (,collapsi-
bility” w sensie J. H. C. Whiteheada [80]. Jesli w kompleksie K wystepuje
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sympleks o™, ktérego pewna (n— 1)-wymiarowa $ciana o™~ ! jest wolna, tzn.
nie jest Sciana zadnego innego sympleksu (rys. 5), to méwimy, ze kompleks

Ky

an-!

Rys. 5

K jest elementarnie zgniatalny do podkompleksu K, powstajacego z K przez
usuniecie wnetrz sympleksu o i jego §ciany ¢!, co zapisujemy K \, K;.
Mowimy, ze kompleks K jest zgniatalny do kompleksu L, co piszemy K \, L,
gdy istnieje ciag elementarnych zgniecen K \,Z K7 \, ... \, K, \, L.

Jesli L jest punktem, kompleks K nazywa sie zgniatalnym do punktu,
lub krétko i po prostu zgniatalnym, co zapisuje sie w postaci K N\, 0. Wéréd
rozmaitosci zgniatalne do punktu sa tylko kule ([80], twierdzenie 23, wnio-
sek 1).

Oczywiscie, kompleks zgniatamy do punktu jest éciagalny do punktu,
ale nie na odwr6t. Np. trgbka Borsuka (zwana przez Anglosasow takze oslg
czapkq), powstajaca z pelnego tréjkata ABC przez identyfikacje jego bokéw
AB = AC = BC, jest Sciagalna do punktu, ale nie mozna na niej wykonaé
zadnego zgniecenia.

Matematyk angielski E. C. Zeeman wysunal nastepujaca hipoteze [86].

HiPOTEZA ZEEMANA. Jesli 2-wymiarowy kompleks K jest Sciggalny, to
kompleks K x I jest zgniatalny.

Z hipotezy Zeemana wynika hipoteza Poincarégo [86]. Mianowicie, jesli
M? jest sfera homotopijna, to bierzemy jakakolwick jej triangulacje i usu-
wamy wnetrze jednego sympleksu. Pozostaje kula homotopijna N3. Zgnia-
tamy ja do 2-wymiarowego kompleksu K (sa wolne $ciany), ktéry jest Scia-
galny, bo N3 jest $ciggalna. Jesli hipoteza Zeemana jest prawdziwa, to

N3 x I\, K xI\,0,
a zatem N2 x I jest kula. Przeto ON® C (N3 x I) = S3. Ale brzegiem N3

jest brzeg usunictego sympleksu, a zatem, topologicznie, ON3 = S?, skad na
mocy twierdzenia Schoenfliesa wnosimy, ze N3 musi by¢ kula.
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Préby obalenia hipotezy Zeemana (co zreszta nie obalatoby jeszcze hipo-
tezy Poincarégo) trudnymi, specjalnie dobieranymi przyktadami 2-wymiaro-
wych komplekséw Sciagalnych nie daly dotad wyniku (por. [30]).

Inna redukcje hipotezy Poincarégo zwiazana z ta samg droga uzyskalt
jaki$ czas temu Gross [15]. Wyrdznia on mianowicie klase PC' (,,Poincaré
Category”) rozmaitosci wymiaru 3, ktére maja te wlasnosé, ze kazda kula
homotopijna, ktéra w nich lezy, jest homeomorficzna z kula zwyczajna. Oka-
zuje sie, ze do klasy PC naleza wszystkie znane rozmaitosci, a m.in. sfera S3,
przestrzen rzutowa P3| produkty M? x I i wiazki z wiéknem M? nad S?,
gdzie w obu przypadkach M? jest dowolng powierzchnig zamknicta, prze-
strzenie soczewkowe L(p,q) itp. oraz ze klasa ta ma dobre wlasnosci for-
malne, np. jest dziedziczna (tzn. podrozmaito$é rozmaitosci tej klasy nalezy
do tej klasy), a w przypadku rozmaitosci orientowalnych z niepustym brze-
giem zachowuje sie przy ich sklejaniu wzdtuz dyskéw lezacych na brzegach.

Jak wiadomo, rozmaitos¢ triangulowalna (a kazda rozmaitosé gladka jest
triangulowalna) wymiaru n nazywa sie orientowalng, gdy n-wymiarowym
sympleksom jakiejkolwiek jej triangulacji mozna nadaé takie orientacje (np.
przez ustalenie kolejnosci wierzchotkéw z doktadnoscig do parzystej permu-
tacji), ze orientacje indukowane na (n — 1)-wymiarowych $cianach przez dwa
sympleksy sasiednie sa zawsze przeciwne.

TWIERDZENIE GROSSA. Jesli kazda rozmaitosé z brzegiem naleZgea do
klasy PC ma te wlasnosé, ze po doklejeniu do niej petnego torusa wzdiuz jego
brzegu powstaje rozmaitosc klasy PC, to hipoteza Poincarégo jest prawdziwa.

Dowéd wynika tatwo z pewnego twierdzenia Wallace’a ([75], twierdze-
nie 7), ktore glosi, ze kazda rozmaito$¢ zwarta, orientowalna, spéjna i bez
brzegu daje sie otrzymaé ze sfery S3 przez wyciecie w S® pewnej liczby
roztacznych pelnych toruséow i wklejenie ich z powrotem. W szczegdlnosci,
kazda rozmaitos¢ zwarta, orientowalna, spdjna i majaca pusty brzeg by-
taby w klasie PC. Klasa ta zawieralaby wigc takze sfere homotopijna, a to
oczywiscie znaczyloby, ze kazda sfera homotopijna jest sfera.

2) Jeszcze w latach poprzedzajacych I wojne $wiatowa Heegard zauwa-
zyl, ze kazda rozmaitoéé zamknieta i spéjna M3 zawiera kule z uchami
T3 taka, ze rozmaitosé M?> — int T® jest homeomorficzna z T°. Rozmaitosé
M? mozna wicc przedstawié w postaci dwéch takie samych kul z uchami,
sklejonych wspélnym brzegiem P = 0T3. Zaznaczajac na powierzchni P ka-
noniczny uklad rozcieé Ry kuli z uchami T i kanoniczny uktad rozcieé¢ Rs
kuli z uchami M3 — int T2 otrzymujemy czwérke (M3,T3, Ry, Ry) zwana
diagramem Heegarda rozmaitoéci M3 i stanowiaca pewne przedstawienie tej
rozmaitosci na powierzchni P. Przedstawienie to jest jednoznaczne, kazdemu
diagramowi Heegarda odpowiada bowiem, z dokladnoscia do homeomorfi-
zmu, tylko jedna rozmaito$é ([63], str. 220), nie jest jednak wzajemnie jed-
noznaczne, dana rozmaitos¢ moze mie¢ bowiem wiele diagraméw Heegarda.
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Naduzywajac nieistotnie definicji, bedziemy méwili, ze para (M3, T?) jest
diagramem Heegarda rodzaju p dla M3, gdy M? jest rozmaitoécia zamknieta,
T3 jest pelnym torusem rodzaju p (kula z p uchami) i M3 — intT? jest
homeomorficzny z T3.

Rozmaitosci, ktore majg diagram Heegarda rodzaju 1, zostaly sklasy-
fikowane [59]: sa to mianowicie sfera S3, produkt S! x S? oraz wszystkie
przestrzenie soczewkowe L(p,q). Wobec tego, ze wéréd nich tylko sfera S3
jest jednospdjna, dla dowodu hipotezy Poincarégo wystarczy pokazaé, ze
sfera homotopijna M? daje sie rozlozyé na dwa pelne torusy rodzaju 1,
sklejone wspolnym brzegiem, tzn.

M? =T?U (M® —int T?),
gdzie
T3 =M? —int T° = S* x D2

Préby dowodu hipotezy Poincarégo ta droga polegaja zwykle na odpo-
wiednio zrecznym przerabianiu wyjsciowego diagramu. Biorac jakikolwiek
diagram Heegarda sfery homotopijnej, powiedzmy diagram Heegarda ro-
dzaju p, konstruuje sie diagram Heegarda tej sfery rodzaju p — 1. Po skon-
czenie wielu krokach dosztoby sie do diagramu Heegarda rodzaju 1.

Znacznym utatwieniem tego rodzaju konstrukecji sg wyniki Papakyrioko-
poulosa z lat 1957-1962. Udowodnil on m.in. stynny lemat Dehna [45]: Jesli
M3 jest rozmaitosciq z triangulacjg, D? jest 2-wymiarowym dyskiem z trian-
gulacjq i f : D? — M3 przeksztalceniem symplicjalnym, ktére na pewnym
otoczeniu N brzegu 0D? (w D?) jest réinowartosciowe, to f(0D?) ogra-
nicza dysk wieloscienny w M?3. Méwiac obrazowo: jesli w M3 mamy dysk
z samoprzecieciami lezacymi daleko od brzegu, to nie ruszajac brzegu mozna
ten dysk ,wygladzi¢” i samoprzeciecia zlikwidowaé (rys. 6).

Rys. 6
Papakyriokopoulos pracowal takze nad hipoteza Poincarégo i udowodnit
nastepujace twierdzenie [47].

TWIERDZENIE PAPAKYRIOKOPOULOSA. Jesli 3-wymiarowa rozmaito$c
zamknieta i orientowalna M3 ma diagram Heegarda (M3, T?) rodzaju p > 2,
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to istnieje krzywa zamknieta L C OT3, ktéra nie jest Sciggalna w OT3, ale
jest $ciqgalna zaréwno w T3, jak i w M3 — int T3.

Nie powiodlo sic mu jednak pokazanie, ze jesli M? jest ponadto jed-
nospojna, to L moze by¢ krzywa zwykla zamknieta, tj. bez samoprzeciec.
Gdyby tak bylo, to stosujac lemat Dehna redukowatoby sie indukcyjnie ro-
dzaj az do p = 1, a to znaczyloby, ze M3 jest S3.

Ta samg drogg zmierzajaca do pokazania, ze 3-wymiarowa sfera homoto-
pijna ma diagram Heegarda rodzaju 1, prébuje w ostatnich latach rozstrzy-
gnaé¢ hipoteze Poincarégo Poénaru [48], [49]. Przytocze dwa jego wyniki
(oznaczenia jak na rys. 7).

Rys. 7

TWIERDZENIE HOMOTOPIINE. Niech (M3, T3) bedzie diagramem Hee-
garda rodzaju p. Rozmaitosé M3 jest sferg homotopijng wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg zanurzenia

S;: St =913 dlai=1,2,...,p
takie, Ze
(gl _ 3 (al 3 . 3
si(SY)~X wT° oraz s;(S7)~0 w M’ —intT".

Homeomorfizmy f,g : X — Y nazywaja sie izotopijnymi, gdy istnieje
ciagta rodzina homeomorfizmoéw h; : X — Y, 0 <t < 1, taka ze hg = f
i hy = g. JeSli ponadto hy (X) Nhwy (X) = 0 dla t' # ¢, mamy izotopie
Scistg. Zanurzenie f : S' — Y nazywa sie Scisle izotopijnym zeru, gdy
istnieje zanurzenie F' : D? — Y takie, ze F|0D? = f.

TWIERDZENIE 1ZOTOPIINE. Jesli M3 jest sferg homotopijng, to istnieje
diagram Heegarda (M3, T3) i istniejq zanurzenia

o;: St —=0T® dlai=1,2,...,p
takie, Ze

(i) o; i X; sq scisle izotopijne w T3,

(i) oy jest $cisle izotopijne zeru w M3 — int T3.

Twierdzenie izotopijne jest szczegdlnym przypadkiem tzw. twierdzenia
strukturalnego [49], ktérego dowdd liczy 424 stronice maszynopisu. Gdyby
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kwantyfikator szczegétowy ,istnieje diagram” zastapié¢ ogblnym ,dla kazdego
diagramu” — mielibySmy hipoteze Poincarégo.

Praca V. Poénaru dlugo nie ustawata, por. [50], [51], i nadal nie ustaje.
Praca [52], jak napisal recenzent Mathematical Reviews (B. Zimmermann,
por. MR 93i:57015), ,sets the starting point of the author’s long journey
toward a solution of what may be the most famous problem of topology, that
is, the classical 3-dimensional Poincaré conjecture”. Idee i dorobek Poénaru
doczekaly sie juz opracowan ze strony innych autoréw, por. [14].

Od czasu do czasu pojawiajg sie tez doniesienia o udowodnieniu hi-
potezy Poincarégo. Najgloéniejszy moze przypadek, to dowéd C. Rourke
i jego doktoranta, ktéry rozchodzil si¢ preprincie. A. Casson znalazt jednak
btad i Rourke wycofal dowdéd. Odpryskiem tego nieudanego dowodu jest
praca [60].

Przykladem takiego doniesienia jest tez praca [20]. Jest to tylko abstrakt,
ale fakt, ze mimo uptywu kilku lat nie pojawit sie pelny dowdd, a sprawa
ucichta — wydaje sie¢ wymowny.

Popularny przeglad nieudanych dowodéw hipotezy Poincarégo zawiera
trudno dostepny artykut [71].

W roku 2001 prasa brytyjska donosita, ze profesor Martin Dunwoody
z Southampton University uzyskal dowdd hipotezy Poincarégo, ale dotych-
czas nie bylo potwierdzenia tej wiadomosci.

Czasem pojawiaja sie tez sformutowania réwnowazne, pokazujace jak
daleko siegaja skutki hipotezy Poincarégo, por. [17].

6. Préoby znalezienia kontrprzykladu na hipoteze Poincarégo
w wymiarze 3. Wysitkom zmierzajacym do znalezienia dowodu trudnej
hipotezy towarzysza zwykle proby skonstruowania kontrprzyktadu. Punk-
tem wyjécia takich prob w badaniach nad hipoteza Poincarégo byty roz-
maitoéci dodekaedralne, ktére daly poczatek klasie sfer homologicznych,
tzn. rozmaitosci zamknietych wymiaru 3, ktérych grupy homologii sa iden-
tyczne z grupami homologii sfery S3. Sfer takich, topologicznie réznych,
jest nieskoniczenie wiele, a stosunkowo prosty sposéb konstrukcji pewnej ich
klasy podal Gross [16]. Sposéb ten polega na tym, ze w sferze S? bierzemy
wezel k (tj. obraz homeomorficzny okregu S*), lekko go pogrubiamy do to-
rusa, a nastepnie usuwamy wnetrze tego torusa. Otrzymujemy rozmaitosé,
zwana dopelnieniem wezla k, ktérej brzegiem jest torus. Bierzemy teraz dwa
egzemplarze tej rozmaitosci i sklejamy je brzegami (torusami witasnie) w ten
sposOb, by réwnik jednego torusa przeszedl na poludnik drugiego, a potu-
dnik na réwnik. Identycznosé grup homologii tak otrzymanej rozmaitosci
z grupami homologii sfery S® wynika z ciaggu Mayera—Vietorisa. To za$, ze
taka sfera homologiczna nie jest sferg homotopijna, pochodzi stad, ze jesli
w sferze homotopijnej mamy torus lagodnie w niej lezacy (z dwustronnym
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kolnierzem), to dzieli on te sfere¢ na dwie czesci, z ktorych jedna — na mocy
lematu Dehna i twierdzenia o petli (Papakyriokopoulos [46]) — ma grupe
podstawowsg okregu.

Oznaczajac przez M"™ rozmaitos¢ otrzymang z wezta toroidalnego typu
(2,2n+1), Gross pokazal [16], ze jesli 2p+ 11 2¢ + 1 sa liczbami pierwszymi
oraz (4p + 3)! < 2¢ + 1, to M, i M, sa topologicznie rézne.

Préby znalezienia kontrprzykladu na hipoteze Poincarégo polegaja na
yrozejrzeniu sie” w klasie sfer homologicznych z nadzieja znalezienia w niej
sfery homotopijnej réznej od S2. Na tej drodze kandydata na kontrprzy-
klad mozna szukaé jak nastepuje (Bing [4]). Bierzemy kule C' z zawezlona
dziura (rys. 8) i na jej brzegu kreslimy potudnik L, tzn. taka krzywa zwykla

Rl

/

Rys. 8

zamknieta, ktéra przechodzi przez dziure raz i nie ogranicza w R3 — int C,
a nastepnie do kuli C' doklejamy pelny torus T w taki sposob, by potudnik L
nakleit sie na réwnik torusa 7', tzn. na krzywa zwykla zamkniety lezaca na
jego brzegu, ktéra ogranicza w T, ale nie w R? — int 7. Jak mozna pokazaé,
grupa podstawowa kuli C' pokazanej na rys. 5 ma postaé

G ={a,b,c,d:cyc'v™t =bdc 'd! = aca"td™ =1},
a po doklejeniu T' przybiera postaé
G' ={a,b,c,d: cac™b™t = bdc 'd™! = aca”l'd™! = ¢ tda"ba = 1}.

To, czy tak otrzymana sfera homologiczna jest sfera homotopijna, zalezy
od trywialnosci grupy G'.

By¢ moze wycinajac w D3 podobne dziury i wklejajac z powrotem pelne
torusy otrzymamy grupe podstawows, ktorej relacje, dzieki jakiejs sztuczce,
okaza sie relacjami grudy trywialnej, chociaz sama rozmaito$¢ nie bedzie
sferg S3. Sa tu jednak dwie powazne trudnosci. Po pierwsze, algebra jest
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,wsciekla” i chyba tylko przez przypadek mozna pokazaé, ze grupa jest try-
wialna. A po drugie, nawet jesli algebra ,pusci”, trzeba jeszcze pokazaé, ze
rozmaito$é jest topologicznie rézna od S3. Badania jednak trwaja i w tej
chwili np. wiadomo, ze pewne wezly, m.in. powszechnie znana koniczynka,
nie prowadza do kontrprzykladéw (por. Bing [4], str. 103). Jak sie ma sprawa
z wezlem pokazanym na rys. 7, nie wiadomo. Inna droge szukanie kontrprzy-
ktadu zaproponowal Fox [11].

W roku 1992 J. Rubinstein opisal, w serii wykladéw wygloszonych w
Technion (Haifa, Izrael), algorytm rozpoznawania, czy zamknieta i oriento-
walna 3-wymiarowa rozmaito$¢ z ustalona triangulacja (ktéra w tym wy-
miarze mozemy zawsze zaktadaé) jest homeomorficzna z S® [61], p. takze
[62], [73], [34], [35].

Rodzi to nadzieje na zbudowanie podobnego algorytmu rozpoznawania,
czy zamknigta 3-wymiarowa rozmaitos$¢ z ustalong triangulacja jest sfera
homotopijng. Dokladniej, wobec twierdzenia, ze 3-wymiarowa rozmaitosé
zamknieta jest sfera homotopijng wtedy i tylko wtedy, gdy ma trywialna
grupe podstawowa [21] — wystarczy algorytm rozpoznawania, czy zamknieta
3-wymiarowa rozmaito$é z ustalona triangulacja ma trywialng grupe pod-
stawowa. Ale to wigze sie z zagadnieniem stowa dla grup 3-wymiarowych
rozmaitosci, ktore — jak wiadomo — jest nierozstrzygalne.

W tej chwili takiego algorytmu nie ma, choé prace trwaja. Ale nawet
gdybySmy go mieli, to i tak nie datby on jeszcze sam przez sie odpowie-
dzi na hipoteze Poincarégo w wymiarze 3. Stanowitby jednak istotny krok
w kierunku jej rozstrzygniecia. Majac mianowicie algorytm rozpoznawania
3-wymiarowe] sfery homotopijnej moglibysmy poszukiwaé kontrprzyktadu
na hipoteze Poincarégo jak nastepuje: stosujemy algorytm rozpoznawania
sfery homotopijnej, a nastepnie w przypadku znalezienia takiej sfery stosu-
jemy znany juz algorytm rozpoznawania sfery w celu sprawdzenia, czy dana
sfera homotopijna jest sfera. Jedli istnieje kontrprzyktad na hipoteze Poin-
carégo, to ta procedura do niego doprowadzi. Ale jesli go nie ma, to bedzie
si¢ ona ciagnaé¢ w nieskonczonoscé.

7. Znaczenie hipotezy Poincarégo dla topologii. Przez sam sposéb
postawienia zagadnienia, a w szczegdlnosci przez wysuniecie naprzdd srodkow
algebraicznych, hipoteza dala poczatek intensywnym badaniom w zakresie
topologii rozmaitoéci i topologii algebraicznej, dwu szybko sie rozwijajacym
i blisko z sobg zwiazanym kierunkom topologii.

Zeby daé tylko jeden przyklad bezposredniego wplywu hipotezy na spo-
séb stawiania zagadnien, zauwazmy, ze jesli sformutowaé ja w postaci: ist-
nieje tylko jedna rozmaitoé¢ wymiaru 3, ktéra ma typ homotopii sfery S2,
mianowicie sama sfera S3, to latwo widzieé¢, ze podstawiajac w niej za 5>
rézne rozmaitosci M™ otrzymujemy cala rodzine pytan dotyczacych charak-
teryzacji rozmaitosci przez ich typy homotopii. Trudne te zagadnienia byty
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przedmiotem intensywnych badan i dzi$ juz np. wiadomo, ze typy homoto-
pii na og6l nie klasyfikuja rozmaitosci (np. przestrzenie soczewkowe L(7,1)
i L(7,2) maja ten sam typ homotopii, ale nie sa homeomorficzne [81]). Po-
zostaje jednak ciggle przypuszczenie, poparte pomyélnym rozstrzygnieciem
uogolnionej hipotezy dla wyzszych wymiarow, ze jesli ten typ jest w jakim$
sensie prosty, to istnieje tylko jedna rozmaito$¢ przezen reprezentowana.

Prosty typ maja niewatpliwie sfera S2, najprostsza rozmaitosé w klasie
3-wymiarowych rozmaitosci zamknietych i kula D3, najprostsza rozmaitosé
w klasie 3-wymiarowych rozmaitosci zwartych z brzegiem. Odrzucajac w tym
drugim przypadku zwarto$é otrzymujemy kule otwarta (tj. bez brzegu),
najprostsza 3-wymiarowa rozmaitos¢ otwarta, tj. rozmaito$¢ bez brzegu,
nie zwarta. Przez analogie z hipotezg Poincarégo mozna wysunaé przypusz-
czenie: kazda rozmaito$é¢ otwarta, ktéra ma typ homotopii kuli otwartej (tj.
kazda rozmaitos¢ nie zwarta, bez brzegu, spdjna i jednospdjna., homologicz-
nie trywialna) jest homeomorficzna z kula otwarta.

Jak delikatna jest hipoteza Poincarégo swiadczy najlepiej to, ze nie-
znaczne tylko wychylenie sie poza nia, zawarte w wysunietym przed chwila
przypuszczeniu, okazuje sie falszywe. Znane sa juz dzi$ liczne rozmaito-
$ci otwarte majace typ homotopii kuli otwartej, ale z nia nie homeomor-
ficzne [37]. Tu przytocze elegancka konstrukcje pierwszej z nich, podana
jeszcze w 1935 r. przez J. H. C. Whiteheada [79].

Rozmaitos¢ Whiteheada W jest suma ciggu rosnacego pelnych toruséw
Ty, Ts,... w R3, z ktérych kazdy jest zawezlony w nastepnym tak, jak to
pokazuje rys. 9.

Rys. 9

Rozmaito$¢ W jest jednospdjna, kazda bowiem krzywa zwykta zamknieta
C C W lezy w ktéryms$ torusie T, C W dla dostatecznie duzego k (bo
W jest suma ciagu rosnacego przestrzeni zwartych), ale Ty jest $ciagalny
w Tpy1 C W, a zatem takze C' jest Sciagalne w Tpy1 C W. Podobnie
pokazuje sie, ze takze wyzsze grupy homotopii sa trywialne, skad wynika
homologiczna trywialnos¢ W.

Rozmaitosé W nie jest homeomorficzna z R3, zawiera ona bowiem krzywa
zwykla zamknieta, ktéra nie lezy w zadnej 3-wymiarowej kuli K C W. Taka
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jest np. $rodkowa krzywa torusa 7j. (Rozmaitos¢ W ma takze rézne inne
interesujace wlasnosci, por. [19].)

Tak silny wplyw hipotezy Poincarégo na topologie jest oczywiscie moz-
liwy tylko dzieki temu, ze jest ona mocno zwigzana z podstawowymi jej za-
gadnieniami. Jednym z nich jest tzw. zagadnienie klasyfikacyjne, polegajace
na tym, by dla ustalonej klasy rozmaitosci (np. zamknigtych, orientowal-
nych) i ustalonego wymiaru n znalezé w tej klasie taki ciag M7{", MJ,...,
by kazda n-wymiarowa rozmaito$¢ tej klasy bylta homeomorficzna z jedna
i tylko jedna z rozmaitosci tego ciagu (znalezé znaczy podaé konstrukeje).
Zwigzane z tym jest zagadnienie homeomorfizmu: podaé algorytm rozstrzy-
gajacy, czy dwie dane rozmaitosci wymiaru n sa, czy nie sg homeomorficzne.
W klasie rozmaitosci zwartych oba zagadnienia sa rozwiazane dla n = 2 [63],
otwarte dla n = 3, a — jak udowadnia Markow [32], [33] — zagadnienie homeo-
morfizmu jest nierozwigzalne dla n > 4. Z tego punktu widzenia przypadek
n = 3 jest szczegdlnie interesujacy.

Do zagadnienia klasyfikacji rozmaitosci wymiaru 3 mozna podchodzié
réoznymi sposobami, tu przedstawie tylko pewne zwiazki miedzy zagadnie-
niem klasyfikacji rozmaitosci orientowalnych zamknietych wymiaru 3 a hi-
potezg Poincarégo.

Rozpatrzmy dwa pelne torusy tego samego rodzaju p > 0 (kula z p ucha-
mi). Identyfikujac ich brzegi w rézny sposéb otrzymujemy przeliczalna ro-
dzine topologicznie nieréwnowaznych rozmaitosci zamknietych wymiaru 3.
W rodzinie tej wyrdzniaja sie dwie skrajne identyfikacje: ta, w ktérej wyniku
powstaje sfera zwyczajna S3 i ta, ktéra daje sfere¢ z p uchami M,,. Rozma-
ito$¢ M, mozna opisa¢ jak nastepuje: bierzemy sfere S*, w niej 2p rozlacz-
nych 3-wymiarowych kul, a nastepnie usuwamy wnetrza tych kul i identy-
fikujemy brzeg i-tej kuli z brzegiem (i + p)-tej kuli, ¢ = 1,2,...,p, w taki
sposOb, by rozmaitosé, ktora powstaje, byla orientowalna.

Grupa podstawowa 71 (M),) jest grupa wolng o p generatorach. Pytanie
o implikacje odwrotna: czy jesli grupa podstawowa rozmaitosci zamknietej
orientowalnej jest grupa wolna o p generatorach, to rozmaitos$¢ jest sfera
z p uchami? — ma odpowiedZ pozytywna, ale tylko przy zalozeniu hipotezy
Poincarégo [45]. Rozpatrzymy teraz diagram

gdzie kropki laczace M, z S® przedstawiaja rozmaitosci powstale ze skle-
jenia dwoch toruséw rodzaju p w sposéb rézny od identyfikacji dajacych
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S3 i M,. Rozmaitosci skrajne S3, My, Ms, ... sa scharakteryzowane (z do-
ktadnoscia do homeomorfizmu) przez ich grupy podstawowe, jesli hipoteza
Poincarégo jest prawdziwa [45], rozmaitodci lezace miedzy S3 a M zostaly
sklasyfikowane przez Reidemeistera [59] przy zalozeniu innej hipotezy, tzw.
Hauptvermutung (dowiedzionej dla rozmaitosci wymiaru 3 przez Moisego
[43]), reszta jest niewiadoma. Zagadnienie klasyfikacji polegaloby wiec na
zbadaniu, jakie to sa te rozmaitodci, ktére leza miedzy S® a M, dla p > 1
i jak mozna je scharakteryzowaé¢ (z dokladnoscia do homeomorfizmu).

7 zagadnieniem klasyfikacji wiaze sie pytanie o rodzaj rozmaitosci. Wia-
domo, ze rozmaitos¢ zamknieta, orientowalna moze si¢ pojawié¢ na réznych
liniach $3—M,, diagramu. Najmniejsza z takich liczb p nazywa si¢ rodzajem
rozmaito$ci, tzn. rozmaito$¢ ma rodzaj p, gdy mozna ja otrzymac przez skle-
jenie brzegami dwoéch pelnych toruséw rodzaju p i nie mozna jej otrzymac
przez sklejenie brzegami dwéch pelnych toruséw rodzaju p’ < p.

Pytanie o rodzaj rozmaito$ci zwartej orientowalnej ma duze znaczenie
dla zagadnienia klasyfikacji tych rozmaitoéci, ale jak dotad jest otwarte.
Jedynie w specjalnym przypadku, gdy grupa podstawowa jest grupa wolna
o p generatorach, mozemy da¢ na nie odpowiedz i to tylko przy zalozeniu
hipotezy Poincarégo: rozmaito$¢ taka jest sferg o p uchach, a zatem jej rodzaj
wynosi p. Dla p = 0 mamy hipoteze Poincarégo.

Mimo nie rozstrzygniecia dotad hipotezy Poincarégo, wiemy dzi$ juz jed-
nak sporo o rozmaitosciach wymiaru 3, ale niemal wszystko co wiemy za-
wdzieczamy w znacznym stopniu znajomosci sfery S2. Brak podobnej wiedzy
o sferze S3 jest przeszkoda nie tylko do jeszcze lepszego poznania rozmaito-
$ci 3-wymiarowych, w szczegdlnosci ich klasyfikacji, ale takze do poznania
rozmaitosci wyzszych wymiaréow. Na przyktad, jesli hipoteza Poincarégo jest
prawdziwa, to kazda triangulowalna rozmaito$¢ wymiaru 4 jest rozmaitoscia
kombinatoryczng ([4], str. 125).

8. Zakonczenie. Wieloletni wysilek badaczy doprowadzil do sytuacji,
w ktérej powiazania hipotezy Poincarégo zostaly juz niezle poznane. Wiemy,
ze jedli hipoteza jest prawdziwa, to daje nie tylko poreczna charakteryza-
cje sfery S3 i innych rozmaitoéci, m.in. przestrzeni rzutowej P3 [31], sfery
z uchami M, [31], kuli z brzegiem D3 itp., ale takze — wobec kluczowego
znaczenia sfer w topologii — przetamuje wazng bariere w poznaniu rozmaito-
$ci, a w szczegolnosci w ich klasyfikacji. A jedli nie jest prawdziwa, to uzyte
srodki algebraiczne okaza sie nieadekwatne i mamy nowe, raczej nieoczeki-
wane, ale niezwykle ciekawe zjawisko: sfere homotopijna, ktéra nie jest sfera
zwyczajna. Sfera taka stataby sie niewatpliwie natychmiast przedmiotem
intensywnych badan, ale juz samo jej istnienie Swiadczyloby dobitnie, ze
wsréd rozmaitodci niskich wymiarow istnieja nie przeczuwane zjawiska geo-
metryczne, ktérych dotychczasowymi srodkami algebraicznymi nie jeste$my
w stanie uchwyecic.
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Powszechne zainteresowanie towarzyszace badaniom nad ta hipotezg ma,
jak sie wydaje, kilka zrédel. Przede wszystkim hipoteza okazata sie bardzo
trudna i mimo wieloletnich wysitkow pozostaje otwarta, a posmaku legendy
dodaja jej najwicksze nazwiska w topologii (Poincaré, Moise, Bing, Papa-
kyriokopoulos i inni), ktérym si¢ nie udalo. Préocz tego rozumie si¢ jednak
takze jej znaczenie dla weryfikacji uzytych metod algebraicznych, a takze —
co moze jest tu najwazniejsze — dla dalszego postepu topologii rozmaitosci
niskich wymiaréw, gtéwnej dostarczycielki idei, przyktadéw i kontrprzykta-
dow dla topologii rozmaitosci w ogdle.

Intensywne badania trwaja. Trwaj proby pozytywnego rozstrzygniecia
hipotezy, nadal poszukuje sie kontrprzyktadow, ale ponadto zaczynaja sie
juz tu i éwdzie pojawiaé glosy sceptykow uwazajacych, ze hipoteza moze
sie okazaé niezalezna lub nierozstrzygalna.
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