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Czwarty problem milenijny: Hipoteza Riemanna

1. Funkcja dzeta Riemanna i Hipoteza Riemanna. W trakcie ba-
dania rozmaitych zagadnien arytmetycznych, teoretycy liczb i geometrzy
stwierdzili duzg przydatno$é pewnych funkcji zmiennej zespolonej zwanych
funkcjami L lub funkcjami typu dzeta. Historycznie pierwszym przykladem
byta funkcja dzeta Riemanna, ktéra pojawita sie w stynnej pracy Riemanna
z 1858 r. pt. Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grasse.
Podstawowym wnioskiem ptynacym z memorialu Riemanna byto stwierdze-
nie, ze zbadanie analitycznych wtasnosci tej funkcji stanowi klucz do zrozu-
mienia podstawowych faktéw dotyczacych rozmieszczenia liczb pierwszych.
Badania, ktore trwajg nieprzerwanie od niemal 150 lat, dostarczaja licznych
dowodow prawdziwosci tej tezy. Dzis jest oczywiste, ze funkcja dzeta Rie-
manna oraz jej liczne uogdlnienia majg zasadnicze znaczenie dla teorii liczb.
Jest tez jasne, iz mimo wspaniatych postepéw w badaniu tych niezwykle
interesujacych funkcji, jestedmy jeszcze bardzo daleko od zadowalajacego
opisu ich wlasnoéci.

Praca Riemanna zawiera sformulowanie stynnej hipotezy, znanej po-
wszechnie jako Hipoteza Riemanna. Celem niniejszego artykulu jest prze-
dyskutowanie tego zagadnienia, ktére uwazane jest obecnie za jedno z naj-
wazniejszych probleméw otwartych matematyki. Rozlegtosé problematyki
poruszanej przez nas jest olbrzymia. Stad konieczno$é skrétowego ujecia
wielu waznych kwestii. Autor jest Swiadomy, ze moze to powodowaé trud-
nosci ze zrozumieniem lub docenieniem waznosci niektérych podnoszonych
tu probleméw, szczegdlnie u Czytelnika, ktérego zainteresowania sg dalekie
od teorii liczb.

Zacznijmy od definicji funkcji dzeta Riemanna.

Zmienng zespolona oznaczamy przez s = o+it, gdzie o it sa rzeczywiste.
W péiptaszczyznie o > 1 funkcje dzeta Riemanna definiujemy nastepujaco:

=1
() =) —-
n=1 n’
Szereg powyzszy jest bezwzglednie i niemal jednostajnie zbiezny. W konse-
kwencji ¢ jest funkcja holomorficzna dla ¢ > 1. Praca Riemanna zawiera
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szczegblowa dyskusje jej podstawowych wlasnosci analitycznych. W szcze-
gblnosci dowodzi si¢ tam, ze

(1) &) = ——— + [w@) @i +a”

gdzie

I' oznacza funkcje gamma Eulera, a w(x) dane jest wzorem

> 2
w(x) = Z e T,
n=1

Poniewaz szereg ten jest szybko zbiezny, catka we wzorze (1) jest bezwzgled-
nie zbiezna dla wszystkich liczb zespolonych s. W potaczeniu ze znanymi
wlasno$ciami funkcji gamma Eulera oznacza to, ze funkcja dzeta Riemanna
ma przedluzenie analityczne do funkcji meromorficznej na calej plaszczyznie
zespolonej. Jej jedyng osobliwo$ciq jest biegun pojedynczy w punkcie s = 1
z residuum rownym 1. Widaé réwniez, ze prawa strona réwnosci (1) nie zmie-
nia sie¢ przy zamianie s na 1 —s. W konsekwencji otrzymujemy nastepujace
rownanie funkcyjne funkcji dzeta Riemanna:

£(s) = £(1— 5).
Z réwnania tego mozna odczytaé, ze ((—2k) = 0 dla k = 1,2,... Sa to
tak zwane zera trywialne funkcji dzeta Riemanna. Oprécz nich ¢ posiada
nieskonczenie wiele zer zespolonych, ktore znajdujg sie w tak zwanym pasie
krytycznym

0<o<1.

Dla T > 0 oznaczmy przez N(T') liczbe nietrywialnych zer lezacych w pro-
stokacie 0 < o < 1, 0 < |t| < T. Prawdziwa jast nastepujaca formula
Riemanna—von Mangoldta:

T T T
N(T) = . log o - +O(logT)
przy T' — oo (tutaj, jak i dalszej czesci tego opracowania, symbol log oznacza
logarytm naturalny). Zera nietrywialne leza symetrycznie wzgledem prostej
o = 1/2, ktéra nazywamy prostq krytyczng, oraz wzgledem osi rzeczywistej.

HiroTEZA RIEMANNA. Wszystkie zera nietrywialne lezg na prostej kry-
tycznej.

Udowodnienie tej hipotezy miatoby bardzo powazne konsekwencje w teo-
rii liczb, o czym bedzie mowa w dalszej czedci (patrz §§ 4 i 5). Odklada-
jac na pozniej dyskusje na ten temat, warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage
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na fakt, ze dowéd formuly (1) opiera si¢ na nastepujacej wlasnosci funkeji
0(x) =2w(z) + 1:

9@) — /30(2).

Blizsza analiza pokazuje, ze rownanie funkcyjne dla ¢, w ktérym s przechodzi
na 1 — s jest w istocie réwnowazne powyzszemu réwnaniu funkcyjnemu 6,
ktore wigze wartosci # w punktach z i % Zorientowany Czytelnik rozpo-
zna tu charakterystyczna wtasnosé form automorficznych specjalnego typu.
Mozna zatem powiedzieé¢, ze od samego poczatku teoria funkcji ¢ byta zwia-
zana z teorig form automorficznych. Z biegiem lat zwiazek ten odgrywal co-
raz wazniejsza role i w chwili obecnej nie ma juz watpliwosci, ze ogdlna teoria
funkcji typu L, bedacych uogélnieniami funkcji dzeta Riemanna i o ktérych
bedzie mowa w dalszej czesci niniejszego artykulu, jest czescig teorii form
automorficznych, a ta z kolei czeScig teorii reprezentacji grup.

Gléwnym tematem memoriatu Riemanna byto wykazanie zwiazku mie-
dzy funkcja ¢ a liczbami pierwszymi. Glebokosé i nowatorstwo mysli w nim
zawartych zastuguje na najwyzszy podziw. Z tego wzgledu catkowicie zastu-
zenie uwaza si¢ Riemanna za twérce teorii funkcji dzeta i jednego z tworcow
analitycznej teorii liczb. Poniewaz jednak zadna wielka idea nie bierze sie
z niczego, warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na wezesniejsze prace FKulera,
Dirichleta i Czebyszewa, w ktérych odnajdujemy elementy przysziej teorii
funkcji L.

Eulerowi zawdzieczamy dowdd nastepujacej formuly zwanej obecnie ilo-
czynem Fulera, ktéra jest punktem wyjécia wszelkich zastosowan funkcji
dzeta Riemanna w teorii liczb pierwszych

) inizﬂ<1_pi>

Jest ona stuszna dla wszystkich liczb zespolonych s o czedci rzeczywistej
wigkszej od 1. Po raz pierwszy pojawila sie w ksiazce Eulera Introductio in
Analysin Infinitorum wydanej w 1748 roku.

Dirichlet wykazal w 1837 roku swoje stynne twierdzenie méwiace, ze
kazdy postep arytmetyczny liczb naturalnych, ktorego pierwszy wyraz © roz-
nica sq¢ wzglednie pierwsze, zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
Jego dowdd opieral sie na badaniu analitycznych wtasnosci funkeji L omo-
wionych skrétowo w paragrafie 2.1 ponizej.

Punktem wyjscia rozwazan Czebyszewa opublikowanych w 1850 roku
jest iloczyn Eulera. Czebyszew rozwaza logarytm tegoz iloczynu. Uzywajac
wspdlezesnego jezyka mozna powiedzieé, ze badal on zachowanie sie funkcji

log((s — 1)¢(s))



94 J. Kaczorowski

w okolicy bieguna funkcji ¢, to znaczy punktu s = 1. W rezultacie wykazat,
ze jezeli funkcja 7(x), wyrazajaca liczbe liczb pierwszych mniejszych lub
rownych z tzn. funkcja:

m(z) =) 1

PST
zachowuje si¢ asymptotycznie przy x dazacym do nieskonczonosci jak

x
> o

k 9y
. log" x

to wtedy ar = (k — 1)!. Bylo to potwierdzenie wczedniejszej obserwacji
Gaussa, ze logarytm catkowy (por. § 4) daje dobre przyblizenia dla 7(z).
Druga cze$¢ memoriatu Czebyszewa po$wigcona jest wyznaczeniu prawidto-
wego rzedu wzrostu tej funkcji.

Wréémy do pracy Riemanna. Zasadniczym wynikiem w niej zawartym
dotyczacym liczb pierwszych byt szkic dowodu wzoru wyrazajacego funk-
cje m(z) w terminach nietrywialnych zer funkcji dzeta Riemanna. Wynik kon-
cowy sformutujemy w sposéb odmienny od oryginalnego, zastepujac funkcje w
zdefiniowang ponizej funkcja ¢ Czebyszewa.

Jak zauwazyliSmy wczedniej, juz pobiezna analiza tozsamo$ci Eulera uwi-
dacznia zwiazek miedzy funkcja dzeta Riemanna a liczbami pierwszymi.
Logarytmujac, a nastepnie rézniczkujac obie strony (2) mozemy tozsamosci
Eulera nadaé¢ nastepujaca rownowazng postac:

® L=> A,

gdzie A : N — R jest funkcjg von Mangoldta zdefiniowana wzorem:

n=1

A(n) = logp, gdy n=p™ (p - pierwsza),
0, w przeciwnym wypadku.

Funkcje 1 Czebyszewa definiujemy przy pomocy nastepujacej rownosci:
P(x) =Y An).
n<r
Stosujac sumowanie czeSciowe mozna w elementarny sposéb pokazaé, ze
podstawowe witasnosci funkcji # mozna odczyta¢ z odpowiednich wlasno-
$ci funkcji 1. Tak wiec do pewnego stopnia badanie tych dwu funkcji jest
rownowazne; funkcja 1 jest jednak ze wzgledéw technicznych wygodniejsza.
Dla ¢ > 1 mamy:

(4) )= | v g
2
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Stosujac do (4) odwrotna transformacje Mellina dostajemy

1 24100 C, e
(5) wg(x) = %2:[ {Z(S)}? dS, T > ].,
gdzie:
[ (), gdy x nie jest potega liczby pierwszej,
Yolx) = Y(x) — %A(:p), w przeciwnym wypadku.

Odwotlujac si¢ do znanych wtasnoéci funkcji dzeta Riemanna, mozemy z ta-
twoscia zlokalizowaé osobliwosci funkeji podcatkowej w (5). Widaé, ze sa to
wytacznie bieguny pojedyncze pochodzace od zer lub bieguna funkcji dzeta
oraz biegun w punkcie s = 0. Przesuwajac kontur catkowania w (5) na lewo
i korzystajac z twierdzenia o residuach dostajemy nastepujaca formule wy-
razng Riemanna—von Mangoldta:

P 1 1
(0 tole) == 35 ~logm) o (1-%).
> 1,

gdzie p = [ + iy przebiega nietrywialne zera funkcji dzeta oraz

2= fim 2
P lo|<T
Formuta ta dobitnie wyraza zwiazek miedzy rozmieszczeniem liczb pierw-
szych a nietrywialnymi zerami funkcji dzeta. Istotnie, po prawej stronie (6)
tylko sktadnik 3 p x—;, zalezny od zer funkcji ((s), jest odpowiedzialny za
wszelkie nieregularnoéci w rozmieszczeniu liczb pierwszych, pozostate sktad-
niki sa bowiem funkcjami bardzo ,,porzadnymi” i ich zachowanie jest tatwe
do opisu. Mimo, ze sam fakt istnienia bliskiego zwiazku miedzy tymi wiel-
kosciami nie budzi watpliwosci, wydaje sie, ze daleko jeszcze do dokladnego
zrozumienia i wyczerpujacego opisania tych zaleznosci. Jest to zagadnienie
o podstawowym znaczeniu i jeszcze do niego wrdcimy.
Literatura: [32], [14], [29], [17].

2. Funkcje L w teorii liczb. Jak juz wspomniano, funkcja dzeta Rie-
manna jest elementem obszernej klasy funkcji podobnego typu. Ich teoria
jest $ciSle zwigzana z teorig form automorficznych, analizg harmoniczna
i teoria reprezentacji grup.

Zacznijmy od naszkicowania ogdlnej konstrukcji, ryzykujac tym, ze nie
wszystko, co bedzie powiedziane, bedzie jasne dla mniej zaawansowanego
Czytelnika.

Niech p oznacza oo lub liczbe pierwsza. Dla kazdego p oznaczmy przez Q,
odpowiednie ciato liczb p-adycznych, przy czym przez Q.. rozumiemy ciato
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liczb rzeczywistych R. Podzbiér Aq iloczynu kartezjanskiego
1o
P

skladajacego sie z tych ciagéw (a,), ktérych prawie wszystkie wyrazy sa
liczbami p-adycznymi catkowitymi, nazywamy pierscieniem adeli ciala Q.
W iloczynie kartezjanskim wprowadzamy topologie produktowa Tichonowa,
a w Aq topologie indukowana. W ten sposéb Aq staje si¢ lokalnie zwartym
pierécieniem topologicznym. Dla teorii liczb wazne jest badanie pewnego
specjalnego typu reprezentacji (tzw. reprezentacji automorficznych) grupy
GL,,(Aq), m > 1, nieosobliwych macierzy stopnia m o wyrazach z Aq.
Jezeli 7 jest taka reprezentacja, to jak mozna udowodnié, jest ona iloczynem
tensorowym odpowiednich czynnikéw lokalnych, to znaczy reprezentacji m,
grup GL,,(Q,) dla wszystkich p:

™=
p

Zwréémy uwage na fakt, ze teraz symbol m ma inne znaczenie niz w po-
przednim paragrafie.
Dla takiego 7 definiujemy odpowiednig funkcje L poprzez iloczyn bedacy
uogdlnieniem iloczynu Eulera dla (:
L(s,m) = [] L(s,mp),
p<oo
gdzie dla liczby pierwszej p odpowiedni czynnik jest postaci

m

L(s,mp) = H(l - O‘k,ppis)il’

k=1
przy czym liczby oy, sa zdefiniowane (w doé¢ skomplikowany sposéb) w ter-
minach 7,. Dla p = oo ktadziemy

L(s,7a0) = ﬁ <7r—%r<3_2“k>>,

k=1

przy czym stale ujp zaleza od 7. Analogicznie jak w przypadku funkcji
dzeta Riemanna, chociaz trudniej, dowodzi sig, ze L(s, ) jest holomorficzna
dla ¢ > 1 oraz posiada przedtuzenie analityczne do funkcji meromorficznej
na calej plaszczyznie zespolonej. Jedyna osobliwos¢ to biegun skonczonego
rzedu w s = 1 (dopuszczamy rzad zerowy bieguna: wtedy funkcja jest cal-
kowita). Ponadto L(s, ) spelnia nastepujace réwnanie funkcyjne

L(s,7s0)L(s,m) = wg* 2 L(1 — 8,70 ) L(1 — 5,7),

gdzie T jest réwniez reprezentacja automorficzna GL,,(Aq), ¢ jest liczba
naturalna zalezna od 7, a w jest liczbg zespolong o module réwnym jednosci.
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Odnotujmy, ze podobnie jak w przypadku funkcji dzeta Riemanna, réwnanie
funkcyjne jest konsekwencjg automorficznosci reprezentacji .

Podobng konstrukcje mozna przeprowadzi¢ w przypadku dowolnego ciata
liczb algebraicznych, to znaczy skonczonego rozszerzenia ciata liczb wymier-
nych Q. Mozliwe sg takze dalej idace uogdlnienia, polegajace na tworzeniu
jeszcze ogllniejszych funkcji L przy pomocy mnozenia tensorowego.

Dla wszystkich tych funkcji spodziewamy sig¢, ze prawdziwa jest Uogdl-
niona Hipoteza Riemanna: zera nietrywialne maja czesci rzeczywiste réwne % .

Warto w tym miejscu wspomnieé¢ o préobach zbudowania aksjomatycznej
teorii funkcji L. Szczegblnie udana propozycja pochodzi od A. Selberga [30].
Powiemy, ze szereg Dirichleta

> a
L) =32

n=1

nalezy do klasy Selberga, gdy jest bezwzglednie zbiezny dla ¢ > 1, ma prze-
dhuzenie meromorficzne na cata ptaszczyzne zespolona, przy czym jedyna
osobliwoécia jest biegun skonczonego rzedu w punkcie s = 1. Postuluje sie
ponadto, ze L spelnia réwnanie funkcyjne z wieloma czynnikami gamma,
ktore wiaze wartoéci w punktach s i 1 — s, posiada iloczyn Eulera specjal-
nego typu oraz spelniony jest tak zwany warunek Ramanujana narzucajacy
ograniczenie na wielko$¢ wspotczynnikéw a,,. Podstawows hipoteza ,struk-
turalng” zwiazang z ta klasg jest przypuszczenie, ze wszystkie jej elementy
pochodza od reprezentacji automorficznych. Przypuszcza sie, ze Hipoteza
Riemanna jest prawdziwa dla wszystkich funkcji L z klasy Selberga i jest to
jedno z najogélniejszych sformutowan tej hipotezy.

Dla ztagodzenia stopnia abstrakcji opiszmy doktadniej kilka przypadkéw
szczegblnych funkeji L.

Literatura: [9], [15], [20], [18].

2.1. Funkcje L Dirichleta. Funkcje te sa bezposrednim uogdélnieniem
funkcji dzeta Riemanna, a z ogdlnego punktu widzenia stanowia przyktad
funkeji L powstajacych z reprezentacji automorficznych GL;(Aqg). Niech ¢
bedzie liczba naturalna, a y charakterem Dirichleta (mod ¢), to znaczy x jest
funkcja okreslong dla argumentéw catkowitych o wartosciach zespolonych
i spelniajaca nastepujace warunki (n,m € Z):

x(nm) = x(n)x(m),
x(n+q) = x(n),
x(n) #0 wtedy i tylko wtedy gdy (n,q) = 1.

Jezeli g jest najmniejszym okresem dodatnim y, to charakter ten nazywamy
pierwotnym.
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W pélplaszezyinie o > 1 funkcje L Dirichleta definiujemy wzorem

pe0 =TT (1- ><<p>>1 _ S x(m)

s s
n
p p

n=1

przy czym wskaznik p w iloczynie nieskoniczonym przebiega zbiér liczb pierw-
szych. Dowodzi sie, ze kazda z tych funkcji ma przedtuzenie analityczne na
cala plaszczyzne zespolona, przy czym dla ¢ > 1 oraz charakteru pierwot-
nego x jest to funkcja catkowita. Jezeli ¢ = 1, to funkcja L Dirichleta po-
krywa sie z omawiang wczeéniej funkcja dzeta Riemanna. Dla charakteru
pierwotnego x oznaczmy

E(s.x) = <§)S;_dr(8‘;d>us,x>,

1
d= 501~ x(-1).
Réwnanie funkcyjne funkcji L Dirichleta ma postaé
5(3, X) = E(X)é.(l - SvY)v

w ktérym e(x) oznacza pewna stala o module réwnym jednosci. L-funkcje
maja zera trywialne w punktach

s=-2k—d, k=0,1,2,...

gdzie

Pozostale zera to zera nietrywialne lezace w pasie krytycznym. Jak wspo-
mniano wyzej, Uogdlniona Hipoteza Riemanna postuluje, ze maja one czesci
rzeczywiste réwne %

Gléwnym obszarem zastosowan arytmetycznych funkcji L Dirichleta sa
problemy rozmieszczenia liczb pierwszych w postepach arytmetycznych.

Literatura: [29], [7].

2.2. Funkcje L cial algebraicznych. Niech K oznacza rozszerzenie ciala
liczb wymiernych stopnia n, a Rx domkniecie catkowite pierscienia liczb
calkowitych w K. Réwnowaznie, Ry sklada si¢ z tych wszystkich elemen-
tow ciala K, ktére sa pierwiastkami wielomiandéw o wspoélczynnikach cal-
kowitych ze wspotczynnikiem przy najwyzszej potedze réwnym 1. Pierécien
ten jest podstawowym obiektem badan teorii liczb algebraicznych. Jest to
pierscien Dedekinda, a wiec kazdy niezerowy ideal tego pierécienia mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu idealéw niezerowych i takie przedstawienie
jest jednoznaczne z doktadnoscig do kolejnosci czynnikéw. Dowolny nieze-
rowy ideal I C Ryi ma skonczony indeks, to znaczy pierscien ilorazowy
Ry /I ma skonczona liczbe elemetéw N (I):

N(I) = (Rk : I) = #(Rg /I).
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Liczbe N(I) nazywamy normg idealu I. Norma jest multyplikatywna, to
ZNnaczy

N(IJ)=N{I)N(J)
dla dowolnych dwdéch niezerowych idealéw 1 J.
Odpowiednikiem funkcji dzeta Riemanna dla ciala K jest funkcja dzeta
Dedekinda, ktéra definiujemy dla o > 1 przy pomocy nastepujacego niemal
jednostajnie zbieznego szeregu

1
() = 2wy
I

gdzie sumowanie rozciaga sie po wszystkich niezerowych ideatach pierscie-
nia Rg. Funkcja ta posiada przedtuzenie analityczne do funkcji meromor-
ficznej na caltej plaszczyznie zespolonej. Jej jedyna osobliwoscig, jest biegun
pojedynczy w punkcie s = 1. Warto$é¢ residuum w tym punkcie zalezy od
podstawowych niezmiennikéw arytmetycznych ciata K i wynosi

2" (2m)"hR
my/ |4

gdzie h oznacza liczbe klasowa ciata K, R jego regulator, m liczbe pier-

wiatkéow z jedynki zawartych w K, a A wyrdznik ciata. Wyktadnik r;

oznacza liczbe réznych Q-zanurzen ciala K w ciato liczb rzeczywistych oraz
re = (n —r1)/2. Réwnanie funkcyjne (x (s) ma postaé

Ex(s) =&k (1 —s),

o) = () (3) et

4r2qn

W terminach ogélnej teorii funkcji L funkcja dzeta Dedekinda odpowiada
reprezentacji GL,(Aq).

Istnieja rowniez odpowiedniki L-funkeji Dirichleta dla cial liczbowych.
Sa to tak zwane funkcje dzeta Heckego, ktore stuza do badania rozmieszcze-
nia ideatéw pierwszych w klasach. Istnieja jeszcze ogdlniejsze funkcje dzeta
Artina, ktorych teoria jest o wiele ubozsza. Nie wiadomo o nich nawet, czy
ich przedtuzenie meromorficzne na calg plaszczyzne zespolong ma skonczona
liczbe biegunow. W szczegdlnosci nie wiadomo, czy funkcje te pochodza od
reprezentacji automorficznych. Przypuszcza sie, ze tak. Jest to fragment
pewnego zestawu przypuszczen dotyczacego natury funkcji L znanego pod
nazwa programu Langlandsa. Odpowiednie uzupetnienie tej teorii miatoby
bardzo wazne konsekwencje miedzy innymi w teorii funkcji dzeta Dedekinda.

Badanie powyzszych funkcji ma zasadnicze znaczenie dla arytmetyki ciat
algebraicznych.

Literatura: [25], [4].

KK ’

gdzie
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2.3. Funkcje L form modutowych. Jest to obszerna klasa funkcji zwia-
zanych z reprezentacjami automorficznymi GLy(Aqg). Podamy tutaj defini-
cje w szczegblnym przypadku funkcji L holomorficznych form modutowych
wzgledem pelnej grupy modutowej, to znaczy grupy SLo(Z) macierzy kwa-
dratowych stopnia 2 o wyznaczniku réwnym jednosci:

SLy(Z) = {(Z Z) ca,b,c,d € Z, ad — be = 1}.

Odnotujmy, ze obecnie termin ,forma modutowa” jest czesto zastepowany
przez ,forme modularng”.
Oznaczmy przez H gérna pdlptaszczyzne:

H={2e€C:3z>0}.

Funkcje holomorficzna f : H — C nazywamy (holomorficzna) modulowa
forma paraboliczna wzgledem SLo(Z) wagi k, gdy dla dowolnego z € H

i dowolnej macierzy (Z Z) € SLy(Z) mamy
az+b
@ (E50) = e+t

oraz f jest ,holomorficzna w nieskonczono$ci”, co oznacza, ze w poélplasz-
czyznie H funkcja ta rozwija sie w szereg Fouriera, ktorego wszystkie wspét-
czynniki przy niedodatnich wykladnikach znikaja:

oo
f(Z) _ Z ane%rznz‘
n=1

Zauwazmy, ze kazda funkcja f transformujaca si¢ wedlug formuly (7) jest
funkcja okresowsg o okresie réwnym 1; wynika to z faktu, ze (é 1) € SLy(Z).

7 kazdg forma paraboliczng zwigzujemy odpowiednia funkcje L dang
szeregiem:

g n 2z n®
ktory jest bezwzglednie zbiezny dla ¢ > 1. Ten ostatni fakt, mimo ze wy-
glada znajomo, jest daleki od trywialnosci i jest wnioskiem z glebokiego
twierdzenia Deligne’a z 1974 roku. Natomiast sprawa przedtuzenia anali-
tycznego i réwnania funkcyjnego nie przedstawia problemu i jest prawie
natychmiastowym wnioskiem ze wzoru (7).

W rzeczywistosci najwazniejsze dla teorii liczb jest badanie form modu-
towych i ich funkcji L nie tylko wzgledem pelnej grupy modutowej SLs(Z),
lecz takze wzgledem pewnych jej podgrup.

Przyktadem holomorficznej formy modulowej dla SLy(Z) wagi 12 jest:

Az)=q [T (1 =g,
n=0
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gdzie ¢ = €2™*. Oznaczmy przez 7(n) jej wspolczynniki Fouriera:

Az) = Z T(n)q".

Funkcja 7 znana jest jako funkcja Ramanujana. Automorficznosé A wyraza
sie formutla:

A(ZjiZ) — (e2+ d)2A(2), <‘Z Z) € SLy(2).

Odpowiednia funkcja L ma postac:

o2 = 3 e =T (1= S 7))

n=1 P

Jezeli funkcja L formy modulowej ma iloczyn Eulera (podobnego typu
jak L(s, A)), to spodziewamy sig, ze jej nietrywialne zera leza na jednej pro-
stej pionowej. Inaczej méwiac dla takich funkcji prawdziwa jest Uogdlniona
Hipoteza Riemanna.

Literatura: [13], [22].

3. Funkcje L w geometrii algebraicznej. Niech X bedzie dowolng
rzutowa rozmaitoscia algebraiczna wymiaru n nad domknieciem algebra-
icznym ciata skoficzonego F),. Dla m > 1 oznaczmy przez N,m liczbe Fym-
wymiernych punktéw na rozmaitoéci X. Funkcje L okredlamy nastepujacym
szeregiem

um

=) < it

Rozwazajac wiele przypadkéw szczegdlnych, A. Weil ([33], [34]), sformutowat
nastepujace przypuszczenia.
(1) Funkcja Z(X,u) jest funkcja wymierna zmiennej u:

o Porr ()
[0 Por(w)
gdzie P; sa wielomianami o wspoétczynnikach catkowitych. Ponadto

Py(u)=1—-u, Po(u)=1-p"u.

Z(X,u) = exp < i Ny

m=1

Z(X,u)

(2) Funkcja Z(X,u) spelnia nastepujace réwnanie funkcyjne
1 n
Z(X, —> — 4+ p TP Z(X,u),
pru) T

gdzie E jest pewna liczba naturalna (réwna indeksowi samoprzecigcia prze-
katnej iloczynu kartezjanskiego X x X).
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(3) Hipoteza Riemanna: Dla 1 < i < 2n — 1 mamy
B;
Pi(u) = [ (1 = aiju),
j=1
przy czym «;; sg catkowitymi liczbami algebraicznymi oraz

| = p"/*.

(4) Zaktadajac, ze istnieje cialo liczb algebraicznych K takie, ze nasza
rozmaitos¢ X jest redukcja modulo ideal pierwszy piericienia Ry pewnej
rozmaitosci Y, otrzymujemy, ze B; = deg P; jest j-tg liczbg Bettiego zespo-
lonej rozmaitosci analitycznej

Yh = (Y XR C)h,

to znaczy B; = rankz H'(Y,Z). (Dokladnga definicje Y, pomijamy.)

Punkt (3) wymaga komentarza. Dla ustalenia uwagi niech X bedzie
krzywa algebraiczna rodzaju g. Mamy wtedy n = 1. Jezeli zachodzi (1),
to mozemy napisaé

P(u)
Z(X,u) = ,
B T
gdzie P jest wielomianem stopnia 2g. Hipoteza (3) postuluje, ze
2g
P(u) = [[(=aju), ol = vp.
j=1

Aby dostrzec podobienstwo tej hipotezy z omawiang wczesniej Hipoteza
Riemanna dla funkcji L, wprowadzmy nowa funkcje zmiennej zespolonej s:

L(s,X)=Z(X,p%).

Widaé teraz, ze hipoteze (3) mozna sformulowaé nastepujaco: wszystkie
zera L(s, X) lezg na prostej o = 1/2.

Szczegdlnym przypadkiem rozmaitosci algebraicznych sa krzywe elip-
tyczne (nieosobliwe krzywe abelowe rodzaju pierwszego). Prawdziwos$é hipo-
tez Weila dla tego przypadku szczegbdlnego wynika z klasycznych twierdzen
teorii liczb. W szczegdlnoéci Hipoteza Riemanna zostala wykazana przez
Hassego. Sam Weil pokazal, ze sg one prawdziwe dla dowolnych krzywych
algebraicznych.

Funkcje L rozmaitosci algebraicznych maja interpretacje kohomologicz-
ng. Weil dobrze zdawal sobie sprawe z faktu, ze kluczem do zrozumienia
glebszych wiasnosci tych funkcji jest znalezienie odpowiedniej teorii koho-
mologii. Wyjadnijmy pokrotce dlaczego tak jest. Punktem wyjscia jest kla-
syczne twierdzenie Lefschetza, ktére méwi, ze jezeli f : X — X jest ciaglym
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przeksztalceniem n-wymiarowej zwartej rozmaitoséci topologicznej, ktérego
wszystkie punkty stale sa izolowane, to

D i) =) (-)'Te(ff HY(X,Q)),
f(@)=c i=0

gdzie i(z) oznacza krotnoéé f w punkcie z, H*(X, Q) oznacza i-ta grupe
kohomologii o wspdlczynnikach w Q przestrzeni X (ktéra ma naturalna
strukture przestrzeni liniowej nad ciatem liczb wymiernych), a f* jest jej en-
domorfizmem indukowanym przez f. Wzor ten wyraza zatem liczbe punktow
stalych odwzorowania f liczong wraz z odpowiednimi krotnosciami w jezyku
grup kohomologii. W interesujacej nas sytuacji, gdy X jest rozmaitoscia al-
gebraiczna nad cialem skonczonym, mamy w naturalny sposéb okreslone
odwzorowanie f: X — X, tak zwany automorfizm Frobeniusa:

f(xo,21,...,xn) = fxf,al, ..., 2b).

Latwo wtedy stwierdzi¢, ze F)m-wymierne punkty X sa to doktadnie punkty
stale m-krotnego ztozenia f ze soba:

Npm = liczba punktéw statych f™.

Zalbézmy, ze istnieje teoria kohomologii na X, dla ktorej zachodzi odpowied-
nik twierdzenia Lefschetza oraz taka, ze

HY (X)=0 dlai>2n.

Wtedy
2n
Npm = > (=)' Tx((f™)", H' (X))
i=0
i w konsekwencji
on oo A um (=1)
Z(X,u) =[] [exp < > Tr((fm)*,Hl(X))Wﬂ .
i=0 m=1

Jezeli grupy H'(X) maja dodatkowa strukture przestrzeni liniowych, to
mozna teraz skorzysta¢ z nastepujacego elementarnego faktu znanego z al-
gebry: dla dowolnego endomorfizmu ¢ skonczenie wymiarowej przestrzeni V'
nad cialem K mamy

exp <W§:1Tr(g0m)%> — det(1 — pu)~".

Stad dostajemy
o Pl(u)P (u) e Pzn_l(u)
®) Z2(Xow) = S Bola) Poa(u)
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gdzie
Py(u) = det(1 — f*u, H (X)),
i, jak poprzednio, f* oznacza odwzorowanie indukowane na grupach koho-
mologii przez automorfizm Frobeniusa. W ten sposéb wymiernosé¢ funkeji L
wynika z hipotetycznych wtasnosci kohomologii.
W istocie wynika stad jeszcze wiecej, a mianowicie réwnosé

deg P; = dim H'(X),

co jest juz bardzo bliskie interpretacji stopni wielomianéw P; jako odpo-
wiednich liczb Bettiego.
W dostatecznie dobrej” teorii kohomologii powinien istnie¢ U-produkt

HY(X) x H*(X) — H**(X).

Zalézmy, ze dim H?"(X) = 1, a wiec H*"(X) jest izomorficzna jako prze-
strzen liniowa z cialem, nad ktérym jest okredlona, oraz ze dla kazdego
1 <4 < 2n odwzorowanie

H{(X) x H* (X)) - H"(X)

jest niezdegenerowanym odwzorowaniem dwuliniowym. Mozna wtedy sko-
rzystaé z nastepujacego lematu Poincarégo: jezeli

F:VxW-—->K
jest niezdegenerowanym odwzorowaniem dwuliniowym pary przestrzeni li-
niowych nad cialem K, dimW = d, i jezeli ¢ € End(V), v € End(W) oraz
A € K sa takie, ze
F(pv,Yw) = AF (v, w)
dla wszystkich (v,w) € V- x W, to

1)y d
det(1 — u, W) = (detz%det <1— A%,v),

a takze

)\d
- det(p, V)’
Stosujac ten lemat dla V = HY(X), W = H* (X)), ¢ = f1, ¥ = fian
(endomorfizmy indukowane przez automorfizm Frobeniusa na odpowiednich
przestrzeniach kohomologii) i zakladajac, ze zlozenie ¢ i 1) z U-produktem

jest identyczne z mnozeniem przez skalar A = p"™ wektoréw jednowymiarowej
przestrzeni H?"(X), dostajemy (B; = dim H*(X)):

det(p, W)

— * n—g _ B; pnBiuBi . 1
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Podstawiajac to do (8) otrzymujemy

n 1
Z(X7 'LL) = ip_EEu_EZ<X7 —>7
ptu

gdzie
2n
E=) (-1)B;,
=0

co daje réownanie funkcyjne dla Z(X,u) w postaci przewidywanej przez
Weila.

Prace nad dowodami hipotez Weila koncentrowaly sie na poszukiwaniu
wtasdciwej teorii kohomologii. Istnieje obecnie kilka réwnowaznych konstruk-
cji. Dobra teorie daja tak zwane kohomologie l-adyczne. Niech | # p be-
dzie liczba pierwsza oraz niech Q; oznacza ciato liczb l-adycznych. Wtedy
l-adyczne grupy kohomologii okreslamy wzorem

H'(X, Q) = (lim H,(X,Z/I"Z) ©z, Qi

przy czym X rozwazamy wraz z topologia etalng, a H’,(X,Z/I™Z) sa gru-
pami kohomologii etalnych o wspétezynnikach z Z/I"Z. Opis szczegdtow
tej konstrukcji i dowdd, ze nadaje sie ona do naszych celéw, wykracza poza
skromne ramy tego artykutu.

Dowd6d Hipotezy Riemanna dla Z (X, ) jest znacznie trudniejszy od do-
wodu pozostalych hipotez Weila. Zawdzieczamy go P. Deligne’owi [8]. Bylo
to duze osiagniecie, nagrodzone zreszta Medalem Fieldsa w roku 1978. Warto
zaznaczy¢, ze dowdéd Hipotezy Riemanna dla krzywych algebraicznych moze
by¢ przeprowadzony bez uzycia kohomologii (Stepanov—Bombieri [2]).

Udowodnienie Hipotezy Riemanna dla funkcji dzeta rozmaitoéci algebra-
icznych ma pewne wazne konsekwencje w teorii wymiernych sum trygono-
metrycznych, a wiec takze w teorii kongruencji. Niech F' bedzie wielomianem
o wspolczynnikach catkowitych stopnia k. Zalézmy ponadto, ze jego reduk-
cja (modp) nie jest wielomianem zerowym. Wtedy

-1
P 27iF(a)
>
a=0

Powyzsza nier6wno$c¢ jest prawdziwa dla wielomianéw wielu zmiennych. Wy-
nika stad, ze liczba rozwigzan kongruencyi

< (k—1)\/p.

F(zy,29,...,2,) =0 (mod p),

gdzie F' jest bezwzglednie nierozkladalnym wielomianem o wspdlczynnikach
catkowitych, jest rowna

pnfl _'_OF(pnfi%/Q)
(diofantyczna postaé¢ Hipotezy Riemanna).
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Innym waznym zastosowaniem sa oszacowania z géry wspdlczynnikéw
Fouriera form modutowych, w szczegdlnosci uzyskujemy dowdd nastepujacej
Hipotezy Petersona—Ramanujana. Dla funkcji 7 okre$lonej w § 2.3 mamy

[7(n)| < d(n)n?,

gdzie d(n) oznacza jak zwykle liczbe dzielnikéw naturalnych liczby n.

To co zostalo powiedziane powyzej na temat funkcji L w geometrii alge-
braicznej odpowiada, méwiac nieprecyzyjnie, czynnikom ,lokalnym” w ilo-
czynie Eulera. Poprzez ich wymnozenie dochodzimy do pojecia ,globalnej”
funkcji L. Jezeli X jest rozmaitoscia algebraiczng okreslona przez uktad réw-
nan wielomianowych o wspétczynnikach calkowitych, to dla prawie wszyst-
kich liczb pierwszych p mamy dobrze okreslong rozmaito$¢ nad ciatem reszt
(mod p), ktora oznaczamy przez X,. Globalng funkcjq L rozmaitosci X
okreslamy poprzez iloczyn typu eulerowskiego

L(s,X) = [[ L(s, X}),

przy czym p przebiega zbidr tych liczb pierwszych, dla ktérych X, jest
poprawnie okreslona. Funkcja E(S,Xp) jest ,interesujaca czescia” L(s, X,)
(szczegdly pomijamy). O analitycznej naturze tych funkcji wiadomo bar-
dzo malo. Konstrukcja przedtuzenia analitycznego i wyznaczenie réwnania
funkcyjnego jest w tym przypadku zagadnieniem bardzo skomplikowanym.
Wspomniany wczesniej program Langlandsa przewiduje, ze wszystkie te
funkcje pochodza od reprezentacji automorficznych. Niedawno A. Wiles [35]
udowodnil szczegdlny przypadek tej hipotezy wykazujac, ze globalna funk-
cja L wymiernej krzywej eliptycznej pokrywa sie z pewna funkcja L formy
modulowej wagi 2 (z dokladnoscia do skonczonej liczby czynnikéw w ilo-
czynie Eulera) i w zwiazku z tym ma przedluzenie analityczne do funkcji
calkowitej. Wynik ten ma bardzo ciekawa konsekwencje arytmetyczna, wy-
nika z niego bowiem Wielkie Twierdzenie Fermata.
Literatura: [10], [9], [15], [20].

4. Dlaczego Hipoteza Riemanna jest wazna? Hipoteza Riemanna
jest wazna ze wzgledu na swoje liczne i glebokie konsekwencje. Jej udowod-
nienie spowodowaloby istotng przebudowe znacznej czesci teorii liczb, przede
wszystkim tej, w ktorej wykorzystuje sie metody analityczne. Znaczna czesé
istniejacej obecnie analitycznej teorii liczb zostata stworzona po to, aby radzié
sobie bez Hipotezy Riemanna lub aby (czasami w dos¢ zawily sposéb) dowo-
dzié¢ stabszych wersji wnioskow z Hipotezy Riemanna, dysponujac niepeina
wiedza dotyczaca rozmieszczenia czeSci rzeczywistych zer nietrywialnych.
Udowodnienie Hipotezy Riemanna uprosciloby dramatycznie dowody istnie-
jacych twierdzen i w zdecydowanej wigkszosci przypadkow pozwolitoby na
ich wzmocnienie.
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Najbardziej bezposrednie konsekwencje Hipotezy Riemanna dotycza roz-
mieszczenia liczb pierwszych. Stynne Twierdzenie o Liczbach Pierwszych
moéwi, ze

m(x) = li(z) + R(z),

gdzie 7(x) oznacza liczbe liczb pierwszych w przedziale [2, x], li(z) oznacza

logarytm catkowy z x:
li(z :€1_1)noa+ <Bf !)logu

natomiast R(x) jest reszta rzedu
O(z exp(C(log z)*/° (log log z) ~/%)

dla pewnej stalej dodatniej C'. Mamy nastepujace rozwiniecie asymptotyczne
przy x — oo:

£

x x x
li(x) ~ +1! + 2!
(z) log x log? x log® z

W szczegblnosci wynika stad, ze

m(x)

z—oo x/logz

Twierdzenie to rozstrzyga problem rzedu wzrostu funkeji 7(z) przy = da-
zacym do nieskonczonosci. Subtelniejsze informacje o tym, jak liczby pierw-
sze potozone sg w ciggu liczb naturalnych odzwierciedlane sa przez zacho-
wanie sie funkcji R(z). Ta funkcja z kolei moze byé wyrazona przy pomocy
zer funkcji dzeta Riemanna i staje sie jasne, ze wszelka informacja o lokali-
zacji tych zer ma duze znaczenia z tego punktu widzenia. W szczegdlnosci
Hipoteza Riemanna pozwolitaby na dowdd tego, ze

R(x) = O(Y/xlog ).
W istocie to ostatnie oszacowanie implikuje prawdziwos¢ Hipotezy Rie-
manna; sg to zatem stwierdzenia réwnowazne. Mozna wiec powiedzieé, ze
oszacowanie reszty w twierdzeniu o liczbach pierwszych rzedu O(y/x log x)
jest arytmetyczng wersja Hipotezy Riemanna. Takich czysto arytmetycz-
nych sformutowan Ripotezy Riemanna jest duzo. Dla przykiadu Hipoteza
Riemanna réwnowazna jest nastepujacemu oszacowaniu:

= 3" uln) = 0"+

n<r

(dla dowolnego € > 0), gdzie p oznacza tak zwana funkcje Mobiusa:

1 dlan=1
wu(n) = { (=1)" dlan=p;...p., p; — parami rozne,
0 w pozostatych przypadkach.
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Wréémy do liczb pierwszych. Oczywiscie Uogdlniona Hipoteza Riemanna
dla funkcji L Dirichleta ma konsekwencje w teorii rozmieszczenia liczb pierw-
szych w postepach arytmetycznych. Dla przyktadu reszta w twierdzeniu Di-
richleta o liczbach pierwszych, to znaczy wyrazenie

1
(x,q,a) — mh(aj),

gdzie m(z, q,a) oznacza liczbe liczb pierwszych w postepie arytmetycznym
a,a+q,a+2q,a+ 3q, ...

(a,q > 1 sa wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, ¢(q) jest réwne licz-
bie liczb 1 < a < ¢ wzglednie pierwszych z ¢), moze by¢ oszacowana przez
cox/? log(gx) jednostajnie przy = > 1, 1 < ¢ < z. Wystepujaca tu stala ¢
jest czysto numeryczna, w szczegolnosci nie zalezy od x, ¢ i a. Warto w tym
miejscu zwroci¢ uwage na jednostajno$é powyzszego oszacowania wzgledem
modutu ¢q. Jest to fakt doniosty, ktéry ma wazne konsekwencje. Opisana
sytuacja jest bardzo szczegdlnym przypadkiem znacznie ogdlniejszego twier-
dzenia Czebotariewa o gestosci. Niech L/K oznacza rozszerzenie normalne
cial algebraicznych z grupa Galois G. Dla dowolnego nierozgatezionego ide-
alu pierwszego p ciala K, niech

o — [L/_K]
p
oznacza symbol Artina zwigzany z p. Jest to klasa elementéw sprzezonych
przez automorfizmy wewnetrzne w G. Dla dowolnej takiej klasy C' niech
m(x, L/K,C) oznacza liczbe idealéw pierwszych p o normach nie przekra-
czajacych x i takich, ze
o, = C.
Twierdzenie Czebotariewa moéwi, ze w(x, L/K,C) przy x dazacym do nie-
skonczonosci jest asymptotycznie rowne

#C .

—li(x).

prstll)
Odpowiednio uogélniona Hipoteza Riemanna pozwala na uzyskanie bardzo
silnego oszacowania czlonu resztowego w tym twierdzeniu przy jednoczesnej

bardzo dobrej zaleznosci od parametréw cial K i L ([28)):

m(x,L/K,C) — i—g i(x)| < <i—gajl/2 log(Apx"*) + log AL>
jednostajnie dla x > 2. W powyzsze] nieréwnosci Aj, oznacza wyréznik
ciala L, a ny, jego stopien. Ponownie zwr6¢my uwage na dobra zalezno$¢ po-
wyzszych oszacowan od parametréow cial. Pozwala to na uzyskanie szeregu
cennych wnioskéw. Jednym z nich jest stwierdzenie, ze Uogélniona Hipo-

teza Riemanna (dla funkcji dzeta Dedekinda) pocigga za soba prawdziwosé
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nastepujacej Hipotezy Artina. Niech a bedzie liczba catkowita rézna od —1
i nie bedaca kwadratem liczby catkowitej, niech N,(z) oznacza liczbe liczb
pierwszych p < x, dla ktérych a jest pierwiastkiem pierwotnym (mod p),
to znaczy takich, ze reszta a (mod p) generuje grupe reszt Z/pZ. Wtedy
granica

lim Na(2)

istnieje i jest dodatnia ([11]).

Inna ciekawa konsekwencja Hipotezy Riemanna dotyczy informatyki,
a $cidlej biorac tak zwanych testow pierwszosci. Chodzi o nastepujace zagad-
nienie: dana jest liczba naturalna n. Jak sprawdzié, czy jest ona pierwsza?
Oczywiscie dla matych n kolejne dzielenie przez liczby naturalne nie prze-
kraczajace \/n zalatwia sprawe. Jesli jednak nasza liczba ma kilkaset cyfr,
sprawa staje sie znacznie bardziej skomplikowana z praktycznego punktu wi-
dzenia. Zagadnienie to nabrato w ostatnich latach na znaczeniu ze wzgledu
na to, ze duze liczby pierwsze uzywane sa w wielu systemach zapewniaja-
cych bezpieczenstwo sieci komputerowych. Szczegdlnie cenne sa te algorytmy
sprawdzajace pierwszos¢, ktére dziataja szybko. Otéz zakladajac prawdzi-
wo$¢ Uogélnionej Hipotezy Riemanna, G. L. Miller [21] skonstruowal test
pierwszosci, ktory dziala w czasie wielomianowym.

Liste ciekawych konsekwencji Hipotezy Riemanna mozna przedtuzaé nie-
mal w nieskonczonosé.

Literatura: [29], [32], [16].

5. Co wiadomo? Dla ustalenia uwagi ograniczymy sie tutaj do omdwie-
nia niektorych znanych faktéw dotyczacych funkeji dzeta Riemanna i funk-
¢ji L Dirichleta. Duza ich cze$¢ ma odpowiedniki dla innych funkcji L, przy
czym dowody z reguty komplikuja sie w miare wzrostu poziomu abstrakc;ji.

Wazne konsekwencje arytmetyczne maja nastepujace hipotezy, ktérych
prawdziwo$¢ wynika z Hipotezy Riemanna:

HipOTEZA LINDELOFA. Dla dowolnego € > 0 mamy

C(% + it> = O(t%)
przy t dazacym do nieskonczono$ci.
HipoTEZA GESTOSCIOWA. Dla dowolnego € > 0 oraz dowolnych % <
0 <1iT > 2, mamy
N(o,T) = O(T*90=2)),
gdzie N(o,T) oznacza liczbe zer funkcji dzeta Riemanna w obszarze

Rs >0, [Qs]<T.
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Wiadomo, ze prawdziwos¢ Hipotezy Lindelofa pociaga za sobg prawdzi-
wos¢ Hipotezy Gestosciowej. Miara tego, jak daleko znajdujemy sie w chwili
obecnej od dowodu tych hipotez, a wiec posrednio takze od dowodu Hipotezy
Riemanna, jest fakt, iz najlepsza ze znanych metod szacowania rzedu wzros-
tu funkcji dzeta Riemanna na prostej krytycznej, pochodzaca od E. Bom-
bieriego i H. Iwanca, pozwolita tym autorom na uzyskanie nastepujacego
wyniku (por. [3]):

1
C<§ - z‘t> = O(t9/°9),
W nieopublikowanej jeszcze pracy M. N. Huxley dowodzi, ze wykladnik
moze by¢ zredukowany do 32/205. Wiadomo, ze Hipoteza Gestosciowa jest

prawdziwa w ograniczonym zakresie, a mianowicie dla o > 25/32 (por. [1]).
Najsilniejsze ze znanych oszacowan typu

N(o,T) = O(T+9)=7)),

zachodzace dla wszystkich % < o < 11 dowolnego € > 0 zostalo uzyskane
w [12] i zachodzi dla
12
a=—.

)
Wazna artymetyczng konsekwencja ostatniego wyniku jest stwierdzenie,

ze kazdy przedzial postaci [z,z + h|, przy dostatecznie duzym z i h >

2712+ zawiera w przyblizeniu h/logz liczb pierwszych. Hipoteza Gesto-

Sciowa, a wiec réwniez Hipoteza Riemanna, implikuje, ze powyzsze stwier-

dzenie pozostaje prawdziwe rowniez wtedy, gdy 7/12 zastapimy przez 1/2.
W zwigzku z zagadnieniem szacowania gestodci zer nietrywialnych na

uwage zastluguje nastepujace oszacowanie A. Selberga ([30]):

(9) N(o,T) = O(T" "5 3) log T)

dla wszystkich % < 0 < 1. Wynika stad natychmiast, ze dla dowolnej funk-

cji g dagzacej do nieskoriczonodci przy T — oo prawie wszystkie (w sensie

gestosci) nietrywialne zera funkcji dzeta Riemanna leZg w obszarze

1 g([t])

2 S log([t] +2)°

Jest to calkowicie zgodne z tym, co przewiduje Hipoteza Riemanna.
Oznaczmy przez No(T') liczbe zer postaci

1
(10) p=5+in hI<T

Hipoteza Riemanna jest réwnowazna stwierdzeniu, ze No(T) = N(T) dla
kazdego T > 0. Sensowne jest wiec badanie wielkosci

e No(T)
ng = IITIILIOIéf )
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Mozna wykazaé ([5]), ze ng > 0.4088. Dla analogicznej stalej
o o No(T)
ng = lminf
gdzie N§(T') oznacza liczbe zer pojedynczych w prostokacie (10), prawdziwe
jest nieco stabsze oszacowanie

ng > 0.401.

Zatem wiecej niz 2/5 nietrywialnych zer funkcji dzeta Riemanna jest po-
jedynczych i lezy na prostej krytycznej. Przypuszcza sie, ze wszystkie zera
((s) sa pojedyncze, ale nie jest jasne, czy stwierdzenie to wynika z Hipotezy
Riemanna.

Istotne jest takze znajdywanie coraz wiekszych obszaréw pasa krytycz-
nego wolnych od zer. Jest to zagadnienie rownowazne szacowaniu od gory
reszty w twierdzeniu o liczbach pierwszych. Najlepszy znany wynik w tym
zakresie stwierdza, ze funkcja dzeta Riemanna nie ma zer w obszarze

c

log®3(|t| + 10) log log(|t| 4 10)
gdzie ¢ jest pewng stala dodatnia (twierdzenie I. M. Winogradowa-Koro-
bowa). Nie jest to wynik jakiego nalezaloby oczekiwaé, gdyz granica tego
obszaru wraz ze wzrostem |t| zbliza sie do prostej o = 1 zamiast do prostej
krytycznej. Prawdopodobnie jest to spowodowane niedoskonatoécig znanych
nam metod.

Jak juz stwierdziliSmy wczesniej, wiele z powyzszych wynikéw ma odpo-
wiedniki dla funkcji L Dirichleta i funkcji dzeta Dedekinda, chociaz rezultaty
uzyskane w ogdlniejszej sytuacji sa znaczaco stabsze. Na przyklad nie wiemy,
czy oszacowanie (9) jest prawdziwe dla dowolnej funkcji dzeta Dedekinda.
Nie wiemy, czy dla tych funkcji ,dodatnia czeS¢” nietrywialnych zer lezy
na prostej krytycznej, co wiecej nie wiadomo nawet, czy na tej prostej lezy
przynajmniej jedno takie zero. Nie wiemy takze, czy kazda funkcja dzeta
Dedekinda posiada przynajmniej jedno zero pojedyncze.

Trudnym problemem dotyczacym zer funkcji L Dirichleta jest zagadnie-
nie istnienia nietrywialnych zer rzeczywistych. Dla funkcji dzeta Riemanna
tatwo pokazaé, ze takich zer nie ma. W ogélnej sytuacji przypuszcza sig,
ze jedynym nietrywialnym zerem rzeczywistym moze byé punkt 1/2. To
przypuszczenie nie zostato do tej pory udowodnione mimo licznych préb.
Zagadnienie bowiem jest niezwykle wazne ze wzgledu na swoje konsekwen-
cje w teorii rozmieszczenia liczb pierwszych w postepach arytmetycznych
i w arytmetyce cial kwadratowych.

Sporo natomiast wiadomo o zerach funkcji L Dirichleta ,w $éredniej”.
Niech x bedzie charakterem Dirichleta oraz

N(o,T,x) =#{p=B+iv: >0, |7 <T, L(p,x) = 0}.

o>1-—
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Jakkolwiek o tych wielkos$ciach dla ustalonego x wiemy mniej niz w przy-
padku funkcji dzeta Riemanna, to mozna uzyskac silne oszacowania dla sum

postaci
N(o,T,Q) =) Z N(o,T,Q),

9<Q x (mod q)
gdzie * przy znaku sumy oznacza, ze ograniczamy sie do sktadnikéw odpo-
wiedajacych charakterom pierwotnym (mod ¢). Wyniki uzyskano stosujac
wielkie sito Linnika. Typowy rezultat moze byé¢ sformulowany nastepujaco
([23]):
N(0.T,Q) = O((Q°T)"10g""(QT)) (T >2),

gdzie
M d1a1<0<%,
(2—o0) 2 5
w@) =9 91 4
-9 atcsct
o 5

Podstawiajac T = Q, o = % otrzymujemy

N(é@@) — 0(Q% g Q).

Stad tatwo wynika, ze dla wszystkich funkcji L Dirichleta z charakteramsi
pierwotnymi x (mod q), ¢ < Q, z wyjetkiem co najwyzej O(Q3?log* Q)
z nich, mamy
4
L(s,x)#20 dlac > 5i|t| <Q

A zatem hipoteza quasi-riemannowska jest shuszna dla ,,prawie wszystkich”
funkcji L.

Metoda wielkiego sita pozwala na wykazanie nastepujacego waznego

twierdzenie Bombieriego—Winogradowa, [23] ([7]). Dla liczby naturalnej g
i rzeczywistego x > 1 kladziemy:

x
¢(q)
przy czym maksimum jest wziete po wszystkich a, 1 < a < ¢, wzglednie
pierwszych z ¢q. Ponadto niech

E*(z,q) = max E(y, q).

S

E(.T,Q) = max 1/}(:1:7Q7a) -

)

Przy tych oznaczeniach twierdzenie Bombieriego—Winogradowa méwi, ze dla
dowolnego ustalonego A > 0 mamy

Z E*(z,q) = O(zlog B )

q<Q
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dla dowolnego Q < z'/%(logz)~34-23. W wielu sytuacjach szczegdlnych
twierdzenie to daje takie same wyniki, jak uzycie Hipotezy Riemanna dla
funkcji L Dirichleta — stad jego wartosc.

Numeryczne testowanie Hipotezy Riemanna stanowi wyzwanie dla sprze-
tu komputerowego i jest jednoczesnie dobrym sprawdzianem efektywnosci
stosowanych algorytméw. Do chwili pisania niniejszego artykulu potwier-
dzono, ze sto miliardéw zer funkcji dzeta Riemanna lezy na prostej krytycz-
nej. Rzecz jasna nie odkryto zadnych zer lezacych poza ta prosta. Testowanie
numeryczne Hipotezy Riemanna moze przebiegaé wedtug nastepujacego algo-
rytmu. Zalézmy, ze naszym celem jest weryfikacja hipotezy dla zer nietrywial-
nych o czedciach urojonych z przedzialu (0,7") dla pewnego dodatniego 7.
Najpierw obliczamy liczbe N (T") wszystkich zer nietrywialnych w prostokacie
0 <Rs<1,0< s <T. Mozna to zrobié¢ na przykltad numerycznie catkujac
funkcje ¢’/¢ po brzegu tego prostokata. Nastepnie wybieramy punkty

0<t0<t1<...<tN(T)<T

w ten sposéb, aby funkcja f(t) = £(1/2+it) w kolejnych punktach przyjmo-
wala wartodci o przeciwnych znakach. Pamietajmy, ze ze wzgledu na réw-
nanie funkcyjne wartosci f(t) sa rzeczywiste dla rzeczywistych ¢. Jezeli dla
ustalonego T potrafimy wskazaé¢ punkty o powyzszych wlasnoéciach, to zna-
czy, ze wszystkie nietrywialne zera funkcji dzeta Riemanna leza na prostej
krytycznej i, dodatkowo, sa pojedyncze.

6. Czy Hipoteza Riemanna jest prawdziwa? Tego nadal nie wiemy.
Pewne jest natomiast to, ze dzis istnieje wiecej argumentéw za niz przeciw.

Powaznym argumentem za prawdziwoscia Hipotezy Riemanna sa obli-
czenia numeryczne, o ktérych byta mowa wczesniej.

Natomiast najpowazniejszym argumentem teoretycznym sg bez watpli-
woéci wyniki uzyskane dla rozmaitosci algebraicznych. Prowadzone sg obecnie
badania majace na celu przeniesienie metod, ktore okazaly sie tam skuteczne,
na przypadek funkcji dzeta Riemanna lub szerzej, na przypadek ogdlnych
funkcji L. By¢ moze wlasciwa droga okaze sie konstrukcja odpowiedniej teorii
kohomologii i zinterpretowanie funkcji L w tym jezyku. Dow6d Deligne’a ma
jedna bardzo charakterystyczna ceche: mianowicie nie operuje pojedyncza
funkcja L, lecz pewna rodzing takich funkcji. Przypuszcza sie, ze przyszty
dowdd Hipotezy Riemanna bedzie miat podobny charakter. Ta bardzo ogélna
my$l ma catkiem konkretne zastosowania. Korzyé¢ ptynaca z rozpatrywania
rodzin funkcji L wida¢ na przyklad w omawianych w § 5 oszacowaniach
gestosci zer ,w Sredniej”. Znanych jest takze wiele twierdzen dotyczacych
pojedynczej funkcji L, ktore zostaly udowodnione poprzez rozpatrywanie jej
jako elementu odpowiedniej rodziny. Stad rosnace zainteresowanie rodzinami
funkcji L, w tym na przyktad klasa Selberga.
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Réwnolegle trwaja prace nad spektralng interpretacja nietrywialnych zer
funkcji L. Obliczenia numeryczne potwierdzaja ze zdumiewajaca doktad-
nosciag idee, pochodzaca od Hilberta, ze nietrywialne zera funkcji dzeta sa
wartosciami wlasnymi pewnego operatora dziatajacego w odpowiedniej prze-
strzeni Hilberta ([27]). Program ten nigdy nie zostal precyzyjnie sformuto-
wany 1 pozostaje do dzi§ w sferze dos¢ luzno ze soba powiazanych spekulacji.
Nie wiadomo o jaka przestrzen moze tutaj chodzi¢, ani tym bardziej o jaki
operator. Wykorzystujac znane wlasnosci zer, mozna pokusi¢ sie o przy-
najmniej fragmentaryczny opis wtasnosci, ktére powinien posiadaé¢ hipote-
tyczny operator. H. L. Montgomery [24] badal rozmieszczenie par (v,7'),
gdzie v 1 4" oznaczaja czesci urojone nietrywialnych zer funkcji dzeta Rie-
manna. W tym celu wprowadzil funkcje

2m ; / 4
Fla.T) = E Tiety=—") =
(@ T) = FiogT i< A+ (y—7)?

i udowodnit, ze przy zalozeniu Hipotezy Riemanna mamy
F(a,T) = (14 0(1))T**log T + a + o(1)
przy T'— 00 i 0 < a < 1. Wysunal takze przypuszczenie, ze
F(a,T)=1+0(1)

jednostajnie dla « € [a, b], gdzie 1 < a < b < 0o. Przypuszczenie to pociaga
za soba prawdziwos¢ nastepujacej Hipotezy Montgomery’ego o korelacji par
zer:
27
TlogT

< v — <
TlogT 77 S TlogT

) 2
Nfl— (smwu) du
™

«

2 2
#{(%’Y’):O<%’y’<T: = ! b }

sy

0<a<f <o)
Funkcja gestosci

(11) 1- (Sil;zu>2

pojawia sie takze w fizyce matematycznej przy okazji badania unitarnego
ukladu Gaussa. Uklad taki opisywany jest przez macierze hermitowskie A =
(ajx) wymiaru n, gdzie

aj; = V20,
oraz dla j # k

ao = L oie e (5 <k),
T g (j > k),
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przy czym ojj i 1 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkltadzie nor-
malnym. Przy n — oo i po odpowiednim unormowaniu wartoéci wtasne ma-
cierzy A maja funkcje korelacji par réwna (11). Mozna stad wysnué wniosek,
ze operator, ktérego szukamy i ktory jest zwiazany z zerami funkcji dzeta
Riemanna, powinien by¢ hermitowski ([6], [27]). Wystepowanie unitarnego
uktadu Gaussa nie ogranicza si¢ do przypadku nietrywialnych zer funkcji
dzeta Riemanna, lecz ma bardzo ogélny charakter (patrz [19]).

Na zakonczenie opiszmy przyklad ,porzadnej” funkcji dzeta majacej
wiele wlasnosci wspélnych z funkcja dzeta Riemanna i dla ktérej analo-
gon Hipotezy Riemanna nie jest prawdziwy ([32]). Niech ((s,a) oznacza
tak zwang funkcje dzeta Hurwitza, ktéra dla o > 1 zdefiniowana jest przez

szereg
o0

C(Saa)zzma O<CL<1,

n=0

i dla pozostalych s przez odpowiednie przedtuzenie analityczne. Niech

V10—-2V5 -2
=T

032 o6 2) (o 2) <)

Wtedy f jest funkcja catkowita oraz dla s zespolonych spelnia nastepujace
réwnanie funkcyjne

€)= (2) o=

Mozna wykazaé, stosujac metody opracowane w teorii funkcji dzeta Rie-
manna, ze f ma nieskonczenie wiele zer na prostej krytycznej. Jednak f ma
takze nieskoriczenie wiele zer na pdlplaszczyinie o > 1! Istotna réznica mie-
dzy ¢ a f polega na tym, ze f nie ma iloczynu Eulera. Stad wniosek, ze do
dowodu Hipotezy Riemanna nie wystarczy samo réwnanie funkcyjne oraz
ze fakt posiadania przez ( iloczynu Eulera jest wazny.

oraz

7. Czesci urojone pierwszych stu zer nietrywialnych. Oznaczmy
kolejne zera z dodatnimi cze$ciami urojonymi przez

1+.
n — 5 Yn,
P B Y

gdzie
O<<y<7vs...
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Niniejsza lista pierwszych stu nietrywialnych zer moze byé¢ zrédtem zadumy
dla Czytelnika.
v1 = 14.1347251417346937904572519835624702707842571156992431756856,
v2 = 21.0220396387715549926284795938969027773343405249027817546295,
v3 = 25.0108575801456887632137909925628218186595496725579966724965,
v4 = 30.4248761258595132103118975305840913201815600237154401809621,
v5 = 32.9350615877391896906623689640749034888127156035170390092800,
Y6 = 37.5861781588256712572177634807053328214055973508307932183330,
v7 = 40.9187190121474951873981269146332543957261659627772795361613,
v8 = 43.3270732809149995194961221654068057826456683 718368 714468789,
Y9 = 48.0051508811671597279424727494275160416868440011444251177753,
Y10 = 49.7738324776723021819167846785637240577231782996766621007820,
Y11 = 52.9703214777144606441472966088809900638250178888212247799007,
Y12 = 56.4462476970633948043677594767061275527822644717166318454510,
Y13 = 59.3470440026023530796536486749922190310987728064666693929141,
Y14 = 60.8317785246098098442599018245240038029100904512191782571013,
Y15 = 65.112544048081606660875054253183705029348149295166722405967,
Y16 = 67.079810529494173714478828896522216770107144951745558874197,
Y17 = 69.546401711173979252926857526554738443012474209602510157325,
Y18 = 72.067157674481907582522107969826168390480906621456697086683,
Y19 = 75.704690699083933168326916762030345922811903530697400301648,
Y20 = 77.144840068874805372682664856304637015796032449234461041765,
Y21 = 79.337375020249367922763592877116228190613246743120030878439,
Y22 = 82.910380854086030183164837494770609497508880593782149146571,
Y23 = 84.735492980517050105735311206827741417106627934240818702736,
Y24 = 87.425274613125229406531667850919213252171886401269028186456,
Y25 = 88.809111207634465423682348079509378395444893409818675042200,
Y26 = 92.491899270558484296259725241810684878721794027730646175097,
Y27 = 94.651344040519886966597925815208153937728027015654852019592,
Y28 = 95.870634228245309758741029219246781695256461224987998420529,
Y29 = 98.831194218193692233324420138622327820658039063428196102819,
v30 = 101.317851005731391228785447940292308906332866384300894799928,
v31 = 103.725538040478339416398408108695280834481173069495764519885,
Y32 = 105.446623052326094493670832414111808997282753928535138480569,
v33 = 107.168611184276407515123351963086191213476707881404765279265,
Y34 = 111.029535543169674524656450309944350415345968390073056846191,
v35 = 111.874659176992637085612078716770594960311749873385873816619,
Y36 = 114.320220915452712765890937276191079809917657723829892287728,
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= 116.226680320857554382160804312064755127329851232383220283863,
= 118.790782865976217322979139702699824347306210592809382784194,
= 121.370125002420645918945532970499922723001310631728 740792808,
= 122.946829293552588200817460330770016496214389873863517211950,
= 124.256818554345767184732007966129924441573538774693561140355,
= 127.516683879596495124279323766906076268088309881554982482800,
= 129.578704199956050985768033906179973608640953264659431030471,
= 131.087688530932656723566372461501349059203547502975045383140,
= 133.497737202997586450130492042640607664974174943904675015102,
= 134.756509753373871331326064157169736178396068613647164416976,
= 138.116042054533443200191555190282447859835274624146235685345,
= 139.736208952121388950450046523382460846790052565382603081370,
= 141.123707404021123761940353818475355090300660879747620032105,
= 143.111845807620632739405123868913929966233102430354632548599,
= 146.000982486765518547402507596424682428975741233095803636977,
= 147.422765342559602049521185010431506168772775250476830601010,
= 150.053520420784880351432467236959370623037321559528200448429,
= 150.925257612241466761852524678305627602426770472996717700311,
= 153.024693811198896198256544255185446508590434904145506675200,
= 156.112909294237867569750189310169194746535308500942920803856,
= 157.597591817594059887530503158498765730723899519141733538250,
= 158.849988171420498724174994775540271414335083049426966257724,
= 161.188964137596027519437344129369554364915790327475466579188,
= 163.030709687181987243311039000687994896964461416477683115210,
= 165.537069187900418830038919354874797328367251745068604478953,
= 167.184439978174513440957756246210378736460769242616767361107,
= 169.094515415568821489505871181431834796667648580441625087382,
= 169.911976479411698966699843595821792288394437125341373018541,
= 173.411536519591552959846118649345595254156066063420117933682,
= 174.754191523365725813378762455866917938755717620571663445612,
= 176.441434297710418888892641057860933528118497108809715347613,
= 178.377407776099977285830935414184426183132361461272503701489,
= 179.916484020256996139340036612051237453687607553018406541301,
= 182.207078484366461915407037226987798690797457778239908 766630,
= 184.874467848387508800960646617234258413351022911950667773179,
= 185.598783677707471466527704268392646612934717649513283088920,
= 187.228922583501851991641540586131243016810734603990319151464,
= 189.416158656016937084852289099845324491357103023193354355420,
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Y75 = 192.026656360713786547283631425583430105839920297977096916289,
Y76 = 193.079726603845704047402205794376054604020615810548860138504,
Y77 = 195.265396679529235321463187814862250926905052452286924060111,
Y78 = 196.876481840958316948622263914696207735746028691942215482823,
Y79 = 198.015309676251912424919918702208867155062695438570996721535,
Y80 = 201.264751943703788733016133427548173222402863639186734080633,
v81 = 202.493594514140534277686660637864315821020244899420053909069,
Y82 = 204.189671803104554330716438386313685136534529228741907350960,
v83 = 205.394697202163286025212379390693090923722914772048407002134,
v84 = 207.906258887806209861501967907753644268659403768883999858658,
v85 = 209.576509716856259852835644289886752175390783181326162468977,
Y86 = 211.690862595365307563907486730719294253394030982935643736210,
v87 = 213.347919359712666190639122021072608821897183276633069059854,
Y88 = 214.547044783491423222944201072590691045599888053083076400082,
Y89 = 216.169538508263700265869563354498128575453714274164110976376,
Y90 = 219.067596349021378985677256590437241245149182927011351373558,
Y91 = 220.714918839314003369115592633906339656761145077661965701612,
Yo2 = 221.430705554693338732097475119276077950222331077319909379420,
Y93 = 224.007000254604335211728875528504895356085989949595529762950,
Yo4 = 224.983324669582287503782523680528656772090054485587426988478,
Yo5 = 227.421444279679291310461436160659639963969148321976628364894,
Y96 = 229.337413305525348107760083306055740082752341387818517532636,
Yo7 = 231.250188700499164773806186770010372606708495843123371406806,
Y98 = 231.987235253180248603771668539197862205419833994562496484727,
Yo9 = 233.693404178908300640704494732569788179537227754565836363015,
Y100 = 236.524229665816205802475507955662978689529495212189123700919.

Dodane przy korekcie. Po oddaniu powyzszego tekstu do druku zostata rozpowszech-
niona drogg internetowa praca trzech matematykéw hinduskich (Manindra Agrawal, Neeral
Kayal, Nitin Saxena, PRIMES is in P), w ktérej skonstruowany jest deterministyczny test
pierwszosci dzialajacy w czasie wielomianowym (por. ostatni akapit § 4). Analiza zapropo-
nowanego algorytmu pokazuje, ze oparty jest on na waznej pracy A. Fouvry’ego Théoréme
de Brun—Titchmarsh; application au théoréme de Fermat, Invent. Math. 79 (1985), 383—
407). Dowodzone jest w niej miedzy innymi oszacowanie z dotu liczby liczb pierwszych
p < x, dla ktérych p— 1 ma dzielnik pierwszy > x2/37 wykorzystujac przy tym caly arsenat
$rodkoéw analitycznej teorii liczb. Dowdd jest dtugi i skomplikowany. Nie korzysta jednak
z zadnych zalozen dotyczacych hipotetycznego potozenia nietrywialnych zer funkeji L. Jest
to wiec ilustracja sytuacji, o ktérej byta mowa na poczatku § 4: wynik uzyskany wczesniej
przy zatozeniu Hipotezy Riemanna zostaje udowodniony bez tego zalozenia, ale w sposob
znacznie bardziej skomplikowany.
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