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Twierdzenia Goédla o niezupelnosci zo-
staly odkryte przez ich autora szesédzie-
siat pie¢ lat temu. Godel poinformowat
o nich (dokladniej: o pierwszym tj., ze
kazda teoria formalna T zawierajaca aryt-
metyke liczb naturalnych jest niezupeina,
pod warunkiem jej niesprzecznosci) w trak-
cie stynnej konferencji o podstawach mate-
matyki w Krélewcu w 1930 r., gdzie Carnap
prezentowal logicyzm, Heyting — intuicjo-
nizm i von Neumann — formalizm. Artykut
Godla ,,Uber formal unentscheidbare Stze
der Principia mathematica und vervandte
Systeme I” ukazat sie w Monashefte fiir Ma-
thematik und Physik 38 (1931). Znajdowal
sie¢ w nim dowdd twierdzenia I i sformuto-
wanie II (o ile teoria T zawierajaca aryt-
metyke liczb naturalnych jest niesprzeczna,
to dowdd tego faktu nie da sie przeprowa-
dzi¢ w T); pelny dowdd drugiego twier-
dzenia Godla zostal podany w 2 t. dzieta
D. Hilberta i P. Bernaysa, Die Grundlagen
der Mathematik (1939). Oba twierdzenia
Godla naleza do tzw. twierdzen limitacyj-
nych, wraz z twierdzeniem Tarskiego o aryt-
metycznej niedefiniowalnoéci prawdy aryt-
metycznej i twierdzeniem Churcha, ze wez-
szy rachunek predykatéw i arytmetyka liczb
naturalnych sg nierozstrzygalne (pomijam
tutaj twierdzenia Lowenheima-Skolema).
Okreslnik limitacyjne” wskazuje, ze wy-
niki te stwierdzaja ograniczenia metod for-
malnych. I jako takie wzbudzaja olbrzymie
zainteresowanie nie tylko matematykdw, ale
takze filozoféw, niemal od momentu ich po-

wstania.

Wedle mojej wiedzy recenzowana ksigz-
ka jest drugg pod wzgledem objetosci mo-
nografia o twierdzeniach Gédla, po mono-
grafii J. Ladriere’a, Les limitations inter-
nes des formalismes. Etude sur la significa-
tion du théoréme de Gédel et des théorémes
apparents dans la théorie des fondements
des mathématiques (Paris 1957, str. 715).
Ta ostatnia jest po$wiecona przede wszyst-
kim zagadnieniom formalnym, a kwestie fi-
lozoficzne (ograniczone w zasadzie do pod-
staw matematyki) omawia na okoto 50 stro-
nach (ss. 397-444). Tak wiec praca Kra-
jewskiego jest najobszerniejsza eksplora-
cja filozoficznych interpretacji twierdzenia
Godla w dotychczasowej literaturze $wiato-
wej. Zawiera tez sporo materiatu dotycza-
cego spraw technicznych. Jest to w pelni
uzasadnione, bo jakakolwiek filozoficzna
analiza wynikéw Godla (zreszta jakichkol-
wiek rezultatéw z zakresu nauk $cistych)
nie moze abstrahowaé¢ od ich rzeczywistej
tresci. Wiele nieporozumien wokét twier-
dzenn Godla o niezupelnosci bierze si¢ ze
zbyt powierzchownego rozpoznania ich tre-
$ci matematycznej.

Obok wprowadzenia, recenzowana pra-
ca sktada sie z czterech obszernych rozdzia-
6w, podzielonych na mniejsze jednostki.
Rozdzial 1 poswigcony jest I twierdzeniu
Godla. Omawia sytuacje w podstawach
matematyki w pierwszych trzydziestu la-
tach XX w. (w szczegdlnosci, program Hil-
berta), metode arytmetyzacji, sformutowa-



190

nia I twierdzenia o niezupelnosci i jego do-
wody (takze II twierdzenia Godla, wcze-
$niej wspomnianego wyzej twierdzenia Tar-
skiego), a konczy si¢ uwagami o recepcji
obu twierdzen. Rozdzial II jest w calo-
$ci poswiecony wykorzystywaniu twierdze-
nia Godla w rozwazaniu problemu psychofi-
zycznego (umysl-cialo). Autor omawia za-
réwno mechanicyzm (redukcja zasad dzia-
tania umystu do programu kierujacego ma-
szyna Turinga), jak i poglad przeciwny, kt6-
rego gltéwnym przedstawicielem jest Lucas.
Omoéwione sa poglady wielu autoréw, m.in.
Penrose’a, ale takze samego Godla. Roz-
dzial III dotyczy Godla, jego osiagnieé i po-
gladéw. Punkt D jest szczegdlnie intere-
sujacy dla czytelnika polskiego, albowiem
przedstawia kontakty Godla i Tarskiego,
a takze poglady obu logikéw na zagadnienie
prawdy. Ostatni rozdzial, tj. czwarty pod
zgrabnym tytutem ,(Nad)uzywanie twier-
dzenia Godla” poswiecony jest przedstawie-
niu rozmaitych aplikacji i naduzy¢ twier-
dzen o niezupelnosci w filozofii matematyki
i w filozofii ogdlnej, tj. w analizie scepty-
cyzmu, dyskusji wokél platonizmu, przez
postmodernistéw, w psychologii, medycy-
nie, naukach przyrodniczych, spolecznych,
etyce, estetyce i prawie. Na koniec Krajew-
ski omawia inspiracje dla religii oraz for-
muluje wielce pouczajacy katalog btednych
opinii w zwiazku z filozoficznymi uzytkami
czynionymi z twierdzen o niezupelnosci.
Ksiazka Krajewskiego jest swietnie na-
pisana i1 bogato udokumentowana (nie-
stety nie ma indekséw, co utrudnia po-
wrét do jej lektury). Niespecjalista znaj-
dzie w niej bardzo dobre wprowadzenie
do formalnych aspektéw metamatematyki.
Mam jednak kilka uwag krytycznych. My-
Sle, ze malto uwagi poswiecone zostalo réz-
nicy w syntaktycznych i semantycznych
aspektach twierdzen Godla (brak jest np.
wzmianki o teorio-modelowych ich odpo-
wiednikach), a takze twierdzeniu Tarskiego.
Nawet jesli zgodzimy sig, ze wynik Gdédla
jest glebszy, to jednak warto pamietaé, ze
mozliwy jest efektywny dowdd twierdzen
o niezupelnosci, natomiast nie da si¢ tego
zrobié z twierdzeniem o niedefiniowalnosci
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prawdy. Niezupelnos¢ mozna zlikwidowaé
poprzez dodanie w-reguty, ale nie zmieni to
niczego w sprawie niedefiniowalnosci. Kwe-
stia logik nieefektywnych jest wprawdzie
rozwazana w rozdz. IV, punkt A, ale w spo-
séb zbyt ogdlny.

Mam tez kilka uwag natury histo-
rycznej. To prawda, ze recepcja twier-
dzenn Godla byta wolna i oporna. Wsze-
lako mozna powiedzie¢ na ten temat wie-
cej, niz znajduje si¢ na ss. 76-79 (dalej
ograniczam si¢ przede wszystkim do spraw
polskich). Tarski dowiedzial si¢ o rezul-
tatach Godla prawdopodobnie w 1931 r.
(zob. list Godla do Tarskiego z 20 stycz-
nia 1931 r., w: K. Godel. Collected Works,
t. V, Oxford University Press, Oxford 2003,
s. 266). 14 kwietnia 1931 r. Tarski wygtlosit
odczyt w Sekcji Logiki Warszawskiego To-
warzystwa Filozoficznego, w ktérym omo-
wil twierdzenie o niezupeinosci, a bylo to
jedno z pierwszych wystapien na ten te-
mat na $wiecie. To prawda, ze Le$niew-
ski mial watpliwosci co do poprawnosci
dowodu Godla. Jedynym zrédiem w tej
sprawie jest artykul T. Kotarbinskiego,
,Garstka wspomnien o St. Le$niewskim”,
w: T. Kotarbinski, Szkice z historii filozo-
fit i logiki, Panstwowe Wydawnictwo Na-
ukowe, Warszawa 1979, s. 303. Istotnie Ko-
tarbinski pisze, ze Lesniewski ,porwal sig
na krytyke stynnego dowodu Goédla”, ale
potem dodaje ,Wszystkie ataki na twier-
dzenie Godla pozostawaly daremne”, co
moze sugerowaé, ze autor krytyki zdawat
sobie z tego sprawe. Nie sadze tez, iz J. Ku-
czynski, inny polski krytyk Goédla, byl in-
spirowany przez Le$niewskiego. Sam po-
wotuje sie na Wilkosza, a zrédlem moglo
byé¢ redukowanie prawdy do dowodliwosci.
Twierdzenie Godla stosowali w filozofii Hel-
mer i Zawirski juz w 1934 r., dla kry-
tyki neopozytywistycznej koncepcji zdan
bezsensownych, informowal o nim Chwi-
stek w Granicach nauki (1935), Ajdukie-
wicz wykorzystatl dla krytyki idealizmu Ric-
kerta w 1936, Chwistek i Hetper opubliko-
wali dowéd I twierdzenia o niezupelnosci
w The Journal of Symbolic Logic w 1939 r.,
a w tym samym roku Metallman wspo-



Recenzje 191

mniat o tym twierdzeniu w swym wprowa-
dzeniu do filozofii przeznaczonym dla stu-
chaczy Instytutéw Pedagogicznych (aczkol-
wiek wzmianka Metallmana nie jest $cista,
to jednak jest faktem skadinagd interesu-
jacym, ze znalazla sie w do$¢ elementar-
nym podreczniku). I wreszcie, warto wspo-
mnieé, ze pierwsze popularne, ale catko-
wicie Sciste przedstawienie wynikéw Godla
powstalo w Polsce. Znajduje sie ono w ar-
tykule A. Mostowskiego w Kwartalniku Fi-
lozoficznym z 1948 r. (takze w tym sa-
mym roku w podreczniku Logika matema-
tyczna), ktéry stal sie podstawa dla zna-
nej monografii tego autora Sentences Unde-
cidable in Formalized Arithmetic (Amster-
dam, 1952). Prezentacja Mostowskiego jest
o tyle wazna, iz wykazuje, jak zwiazane sa
metody Godla i Tarskiego, tj. syntaktyczne
i semantyczne. Wszystko to pokazuje, ze re-
cepcja idei Gédla w Polsce byla spora, za-
pewne szersza niz gdzie indziej.

Ostatnie zdanie prowadzi do kwestii
stosunkéw pomiedzy Godlem i Tarskim, za-
réowno osobistych jak i naukowych. Kra-
jewski poswieca temu problemowi sporo
miejsca (ss. 231-242), zajmujac sie gtow-
nie kwestia milczenia pierwszego o drugim
i autorstwem twierdzenia o niedefiniowal-
noéci prawdy. Po opublikowaniu IV i V t.
dziel Goédla (zawieraja one koresponden-
cje) mozna to i owo dodaé. Tarski byt jed-
nym z niewielu ludzi, z ktérymi Godel byt
po imieniu, aczkolwiek nie od poczatku ich
znajomosci, ale co najmniej od 1944 r. Nie-
watpliwie obaj jako$ rywalizowali ze soba.
Krajewski ma catkowitg racje, ze w pracach
Go6dla nazwisko Tarskiego nie jest czesto
wymieniane. Poza dokumentacjg podang
w recenzowanej ksigzce, jest troche wzmia-
nek w listach. Najwazniejsze znajduja sie
w korespondencji z Bernaysem i Carna-
pem (K. Godel, Collected Works, t. IV,
Oxford University Press, Oxford 2003) i do-
tycza pojecia prawdy. Nie ma tutaj moz-
liwosci rozwazania réznic i podobienstw
w podejéciu obu logikéw do tej kwestii.
Moge jedynie powtérzyé swoje stanowisko
(Krajewski je zreszta lojalnie przytacza;
por. tez J. Wolenski, ,Godel, Tarski and

Truth”, Revue International de Philosophie
59 (2005), ss. 459-490). Ot6z uwazam, ze
Godel nie byl w ogéle zainteresowany ma-
tematyczna definicja pojecia prawdy i w
tym sensie uwazal je za niedefiniowalne, bo
przekraczajace narzedzia formalne. Z dru-
giej strony, Tarski podal definicje matema-
tyczng i pokazal dla jakich teorii klasa zdan
prawdziwych nie jest definiowalna. Decydo-
wala tutaj odmiennos$é postawy filozoficz-
nej wobec metamatematyki. Podczas gdy
Godel w latach trzydziestych byt pod prze-
moznym wplywem Hilberta, Tarski akcep-
towal metody infinitarne. W rezultacie dla
Godla prawda w ogdle nie byta definiowalna
matematycznie, a dla Tarskiego byta niede-
finiowalna w wyraznie okreslonych okolicz-
nosciach.

Z filozoficznych zastosowan twierdzen
o niezupetnosci najwiecej miejsca Kra-
jewski po$wieca problemowi psychofizycz-
nemu. W istocie rzeczy rozdziat II jest, by
tak rzec, monografia w monografii. Znaj-
duje si¢ tam doktadna analiza i krytyka
antymechanistycznego argumentu Lucasa.
Nie znaczy to jednak, ze Krajewski podziela
mechanicyzm. Jego gléwna teza jest taka,
ze $ciste twierdzenia matematyczne nie pro-
wadzg do jednoznacznych wnioskéw pod
wzgledem filozoficznym, nie tylko w kwe-
stii stosunku umyshu do ciala, ale takze
w innych sprawach (s. 171, s. 342). Intry-
gujace i godne przemyslenia jest wtrace-
nie, ze moze wtasnie Scistoéé jest przeszkoda,
w tym wzgledzie. Pozostale zastosowania fi-
lozoficzne sa oméwione w rozdz. IV. Tro-
che brakuje mi tutaj szerszej analizy teo-
rii z zakresu fizyki, bo jest sprawg dosé
intrygujaca, czy empiryczne metody uzna-
wania twierdzen przyrodniczych neutrali-
zuja ewentualng niezupelnosé matematycz-
nego formalizmu, np. fizyki i czy w ogdle
ksztalt zdan nierozstrzygalnych dopuszcza
ich interpretacje, inna niz Scisle matema-
tyczna. Ustepy o naduzywaniu twierdzen
Godla winny by¢ doktadnie przestudiowane
przez filozoféw. Takich ostrzezen nigdy za
duzo. Sam niedawno miatem okazje czytaé
prace doktorska, w ktérej réznice w sen-
sie Derridy i przekreslenie w sensie Heideg-
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gera wykladano jako fenomen bioracy sie
z niezupelnodci, a takze sltysze¢ prawnika,
ze II twierdzenie Godla wyklucza dowdd
niesprzecznosci prawa.

Z kronikarskiego obowiazku dodam,
ze ostatnio pojawily sie¢ kolejne ksigzki
zwigzane z Godlem i jego wynikami (wy-
mieniam tylko pozycje o charakterze fi-
lozoficznym): T. Franzén, Inezhaustibility.
A Non-Exhaustive Treatment, A. K. Pe-
ters, Wellesley, Mass. 2004; T. Franzén,
Gdédel’s Theorem. An Incomplete Guide to
Its Use and Abuse, A. K. Peters, Welle-
sley, Mass. 2005; R. Goldstein, Incomplete-
ness. The Proof and Paradoz of Kurt Géodel,
W. W. Norton, New York 2005. Z dawniej-
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szych mozna dodaé¢ do bibliografii w recen-
zowanej ksigzce: A. Delessert, Gédel: une
révolution en mathématique. Essai sur les
conséquences scientifiques et philosophiques
des théoremes godeliens, Presses Polytech-
niques et Universitaires Romandes, Lau-
sanne 2000; specjalny numer 4/2005 Revue
Internationale de Philosophie, po$wiecony
Godlowi (artykutéw oglaszanych w réznych
czasopismach jest mnéstwo). Ksiazka Kra-
jewskiego zdecydowanie wyrédznia sie w tej
kolekcji wszechstronnoscia i gtebiag ujecia.
Dobrze byloby, gdyby ukazala sie po an-
gielsku.

Jan Wolenski



